Exercice 1

2) Version “avec les mains” : pour calculer cette limite, on a envie de “changer de variable” en posant y = % 1 on
remarque que y = + ——— 07, et donc on a envie d’écrire
T z—+4o0
. 1 . siny
lim zsin— = lim
T—+00 xT y—0t Yy

et on sait que cette derniére limite vaut 1 par ’exercice 2, question 1.
Ce changement de variable est permis, mais pour le justifier il faut passer par une composition de limite.

Version rigoureuse : d’une part,
1
N
€r T—+oo

et d’autre part, comme sin est dérivable en 0,

siny —sin0  siny

VPR _
=0 —— sin’(0) = cos0 =1

Donc par composition,
sin +
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Exercice 13

On note n le degré de P, et on pose p € N tel que n = 2p + 1. Alors, il existe un polynéome @ de degré au plus 2p
tel que
P(x) = az?*' + Q(a)

avec a € R* (a # 0 sinon P n’est pas de degré n). Montrons que P admet une racine réelle. Montrons-le pour
a >0, le cas a < 0 étant similaire.

Pour tout x # 0,

x2p+1

P(z) = 2! <a CIC) )
Q

Or, 227t — 4 400, et comme Q est de degré 2p < 2p+ 1, on a 22—, 0. Alors, par somme et produit
T—+00 z T—r+00

de limites, comme a > 0,

P(z) —— 4+
r—+00

En particulier, il existe d € R tel que P(d) > 0. Par ailleurs, 2?’*! ——— —o00, donc on montre de méme que
Tr—r— 00
P(z) ——— —oo. Ainsi, il existe ¢ € R tels que P(c) <0.
r—r— 00
Enfin la fonction P est continue. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, comme P(¢) < 0 < P(d), il existe
2 € R compris entre ¢ et d tel que P(z) = 0. Ainsi, P admet au moins une racine réelle.

Exercice 18

L’idée est d’utiliser le théoréme des bornes atteintes. Mais pour cela il faut se placer sur un segment. L’idée est
d’utiliser le fait que f est coercive pour dire qu’elle n’atteint pas son minimum en dehors d’un segment qu’on doit
déterminer.

On pose A := f(0) € R. Comme lim,_, o f(z) = 400, il existe B € R tel que
Ve<B  f(z)>A+1
De meéme, comme lim,_,_ f(z) = 400, il existe C' € R tel que

Vo>C  flz)>A+1



Comme A = f(0), ce qui précéde entraine nécessairement 0 € [B, C]. La fonction f[(p ¢} est définie sur le segment
[B, C] donc est bornée et atteint son minimum en un point z¢ € [B, C]. Ainsi,

vz € [B,C]  f(z) > f(zo)

Soit maintenant z € R. Montrons que f(z) > f(z9). Si z € [B,C], cela découle de l'inégalité ci-dessus. Si
x ¢ [B, (], alors
fx) > A+1> A= f(0) > f(xo) car 0 € [B,C]

D’ou le résultat.

Exercice 27

On a vu qu’appliquer 'TAF & f : y — ye% sur lintervalle [z, + 1] ne permettait pas de déduire la limite. Au
mieux, on démontre que

. 1
z

Ve>0 3IBeR Vx> B (x4 1DexT —gex | <1+4¢

ce qui ne suffit pas pour montrer une limite.
L’idée est donc de modifer I’écriture de cette expression et d’appliquer I'TAF a une autre fonction. Pour tout « > 0,

1

1 1 1 1 1
(x4 1)e#+T — ge=r = e=t1 —|—x(ew+1 —er)

Par composition, eT+T —+> 1 donc il faut déterminer la limite de = (eﬁl — e%). Appliquons 'TAF 4 g : y +— ev
Tr—r+00

sur [z,z + 1]. Comme z > 0, il est clair que g est continue sur [z, z + 1] et dérivable sur |z, + 1[. De plus, pour
tout y € [z, + 1],

1 1
= —ey < —

y2 - 2

x
Ainsi, par I'inégalité des accroissements finis (appliqué a g sur [z, z + 1]),
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gz +1) = g(a)] < et o+ 1-a| = et

Ainsi,

Finalement, par somme,




