Exercice 2
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Une primitive sur I =]1, +o0[ (ou | — 00, 1[) est donc
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(est sous la forme u'u avec u(x) = Inz). Une primitive est donc
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(est sous la forme vw'u avec u(z) = tanx). Une primitive sur = |—%, 5[ est donc
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(est sous la forme %\% avec u(z) = % + 2). Une primitive sur I = R est donc

T Va2 +2
12)
1

zlnx

(est sous la forme % avec u(z) = Inx). Une primitive sur I =0, 1[ (ou ]1,+occ[) est donc
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Exercice 6

1)

1u'\/u avec u(z) = 1+ 2?). Une primitive sur I = R est donc
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3 avec u(x) = sinx). Une primitive sur I = R est donc
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14,7 avec u(x) = e”). Une primitive sur / = R est donc
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sin(2x) cos® x = 2sinx cos® x

—2u'u? avec u(z) = cosz). Une primitive sur I = R est donc
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3) Fait en TD
4) Vu en cours

5) On exprime differemment sh® :
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7) La fonction  + sin” x est impaire, donc
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Exercice 7

1)
2
I:/ sin x shadz
0
2m
= [sinz cha])” — / cos z chzdz
0

2m
=0— [cosx shar:]g7r + / (—sinx)shzdz
0

= —sh(27r)+0-Z
Ainsi,
27 __ 6271'

27 = —sh(27) = 5

si bien que
e—27r _ 6271'

I =
4

2) En faisant de méme, on trouve

I(z) = [tsin(Int)]] — [tcos(Int)]] — /T sin(Int)dt
NI

I(z)

et donc
2Z(z) = (zsin(lnz) — zcos(lnz) + 1)
cad )
Z(z) = = (zsin(Inz) — zcos(Inz) + 1)
On cherche une primitive de ¢ — sin(Int) sur R . Tout d’abord, cette fonction est continue sur R . Ainsi, par le
théoréme fondamental (et comme 1 € RY ), Z(z) est I'unique primitive de ¢ — sin(Int¢) qui s’annule en 1. Ainsi, une

primitive possible est
1
t— — (tsin(Int) — tcos(lnt) + 1)

Exercice 8
1) Avec la convention sin(0)° = 11
z
I —/ sin® tdt :/ 1dt = =
0 0 2
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1Dans le cas présent on peut se passer de cette précision, on le verra dans un chapitre ultérieur
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= [— sin” ™1 ¢ cos t]o

z
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=(n+ 1)/ sin” tdt — (n + 1)/ sin™ 2 ¢ dt
0 0

= (n+ D) — (n+ D)o

Ainsi,
(n+ 2,42 =(n+1)I,
ou encore
n+1
I = I,
T e
3) En faisant un peu de travail au brouillon :
n—1 (n—1)(n-23)
I,=——1I, o= n—4 =
n n(n —2)

et on a une bonne idée de ce que ¢a va donner au final... Attention, si n est pair cela se termine par Iy. Sin est
impair cela se termine par I.

Montrons par récurrence sur p que l’assertion

2p—1 2p—3
p ><p

H,: Iy, =
P » 2  2p-—2

X ><§><
4

est vraie pour tout p € N*. Pour p = 1, par la relation obtenue au 2), on a

1 2p—1
I = - I =
2 2>< 0 2

XIO

donc H; est vraie. Supposons maintenant que H,, soit vraie et montrons H,;,. En réutilisant la relation encadrée,
on obtient

2p+1
Iypt1) = Iopt2 = 212l
2p+1 2p—1 2p—3 3 1
_ T x L x L X oo X =X = X% Iy par H,
2p + 2 2p 2p—2 4 2
On en déduit que Hpy; est vraie.
Ainsi, H, est vraie pour tout p € N*. On en déduit que
2p—1 2p-—3 3 1
Igp:p ><p X oo X = X =X Iy
2p 2p — 2 4 2
On montrerait de méme que
2 2p — 2 2
Igp+1:7p><p X oo X =X I
2p+1 2p—1 3
Ainsi, de maniére plus concise :
o (@p) P
T (2vpl)2 T 2p+ 1) 2




