Exercice 4 1) Pour tout ensemble X,

XeP(ANB) < X CANB
— XCAetXCB
< X e€P(A) et X € P(B)
— X €P(A)NP(B)
d’otu P(AN B) = P(A) NP(B) par arbitraire sur X.
2) Pour tout ensemble X,
X eP(A)UP(B) < X € P(A) ou X € P(B)
< XCAouXCB
= X CAUB
<= X e€P(AUB)

Notez que comme on a perdu l’équivalence on a juste prouvé une implication. Par arbitraire sur X, on a donc
P(A)UP(B) C P(AUB).

Ce n’est toutefois pas une égalité. Le raisonnement ci-dessus nous donne l'idée d’un contre-exemple : il suffit de
prendre X tel que X C AU B mais X n’est pas inclus ni dans A ni dans B. Par exemple,

A={0,1} B={2,3} X={1,2}
Alors clairement X C AU B donc X € P(AU B). Pourtant, X ¢ P(A) et X ¢ P(B) donc X ¢ P(A)UP(B).

Exercice 5 1) Voir le graphique avec la légende “La différence symétrique” sur https://fr.wikipedia.org/
wiki/Alg),C3%A8bre_des_parties_d’un_ensemble#Diff},C3%A9rence_sym/C3%A9trique

2
: AAA = (AUAN\ANA) =A\A=g

AAG = (AU@\(ANn@)=A\e =4

3)

4) Par la question précédente,

5) En reformulant la question 3), on voit que

AAB = (ANB)U(BNA)=(A\B)U(B\A)



donc pour étre élément de AAB, il suffit d’étre ou bien dans A ou bien dans B (ou exclusif : il ne faut pas étre
dans AN B).

Soient A, B,C € P(E). On suppose AAB = AAC. Montrons que B = C. Tout d’abord, montrons que B C C.
Soit « € B, montrons que z € C.

e Sixz ¢ A, alors z € B\A, donc z € AAB = AAC. Donc
xz € (A\C) U (C\A)
Comme = ¢ A, on a x ¢ A\C, si bien que z € C\ A, donc z € C.

e Siz € A, on affirme qu’alors € C. En effet, supposons par I’absurde que = ¢ C. Alors € A\C, donc
x € AAC = AAB. Donc
zx € (AUB)\(ANB)

Or, par hypothése, on a z € B et x € A, donc z € AN B. Cela contredit la ligne précédente. Donc ce cas
n’arrive jamais.

Dans tous les cas, x € C.

Exercice 7 (k) Montrons que k est injective : soient x,z’ € R\ {1}. Alors

z+1 2 +1
k(z) =k(z') = oo
= (z+1)@ -1)=>C"+1)(z-1)
— '+ —zrz—-1=2'2+zx—2 -1
— 2 —x=x—-2
— 22’ =22
— 2’ =z

Donc k est injective.
Veérifions si k est surjective. Soit y € R. Cherchons z € R\{1} tel que k(z) = y.

rz+1
k(z) =y < 1Y
— z+1=ylx—-1)

= y+l=z(y—1)

1
Si y = 1, alors ’équation devient 2 =y + 1 = 2(y — 1) = 0, ce qui est absurde. Donc si y = 1, il n’y a pas de x
solution dans R\ {1}.
Ainsi, k n’est pas surjective. (En revanche, k est surjective de R\ {1} dans R\ {1}, et méme bijective car la solution
x est unique)

Siy#1,alors z = z—fl vérifie k(z) = y (c’est méme lunique solution)

Comme k est non surjective, elle n’est pas bijective.

Exercice 9 1) Soit B C Y. On procéde par double inclusion. Soit y € f(f~1(B)). Alors il existe x € f~1(B) tel
que f(x) =y. Ainsi

_ eB car x € f~1(B)
y—f(m){e f(X) carxeX

Ainsi, y € BN X. Par arbitraire sur y, f(f~*(B)) C BN f(X).



Montrons linclusion réciproque. Soit y € B N f(X). Alors il existe z € X tel que y = f(z). Or, y € B donc
f(z) € B. On en déduit que z € f~1(B). Ainsi, f(z) € f(f1(B)) et on en déduit que y € f(f~(B)). Par
arbitraire sur y, BN f(X) C f(f~1(B)).

2) On procede par double implication. Si f est surjective, alors f(X) =Y. Par la question 1), on a ainsi
VBCY f(fYB)=BnY =28

ce qui montre 'implication directe.

Maintenant supposons que VB C Y  f(f~'(B)) = B et montrons que f est surjective. En prenant B = Y, on
obtient

FHY) =Y
Or, f~3(Y) C X par définition. Ainsi
Y = f(f7H(Y)) C f(X)
et par ailleurs I'inclusion f(X) C Y est évidente. On en déduit que f(X) =Y, donc que f est surjective.
3) On procéde par double implication. Supposons que f soit injective et montrons que VA C X f~1(f(4)) = A.

Soit A C X. On procéde par double inclusion. Soit x € A. Alors f(z) € f(A) par définition. Et donc x € f=1(f(4)),
4 nouveau par définition. Par arbitraire sur z, on en déduit que A C f~1(f(A)) (on notera que cela n'utilise pas
Ihypotheése d’injectivité de f, ¢a se “voit” sur un dessin).

Montrons maintenant l'inclusion réciproque. Soit z € f~!(f(A)). Alors par définition f(x) € f(A). Donc il existe
2’ € A tel que f(z') = f(z). Or, f est injective, donc = 2’ € A. Ainsi par arbitraire sur x, f~(f(4)) C A. Par
double implication, on a donc f~!(f(A)) = A. On a ainsi montré I'implication directe.

Montrons maintenant 'implication réciproque. Supposons que VA C X f~'(f(A)) = A et montrons que f est
injective. Soient z,2’ € X tels que f(x) = f(2’). On considére A = {z} C X. Alors f(A4) = {f(z)} et par

hypothése,
FFHAf@N = 7 (f(4) = A = {z}
Or, 2’ € f~1 ({f(z)}) puisque f(z') = f(x). Ainsi, 2’ € {x}. Finalement, 2’ = x et f est injective.

Exercice 11 1) Soit x € E

1A(JC)={1 size A

0 siz¢g A
Ainsi,
0 sized
11“‘(“3)_{1 sizd A
_Jo siz¢g A
1 sizeA
= 15(z)
2) Soit z € E

(1alp)(z) = 1a(z)1p(2)
1x1 size ANB
1x0 sizeA\B
0x1 sizeB\A
0x0 size ANB
_J1 size ANB
|0 siz¢ ANB

= 1AmB(-T)



3) Non rédigé :
fH+9—fg=1aun

Exercice 12 1) Soit z € R. On a
x€l0,]] = 0<x2<1
= 02 < x> < 12 par croissance de x — x? sur R4
= 22 €0,1]

donc f([0,1]) C [0, 1], cet ensemble est stable par f.
L’ensemble [1,2] n’est pas stable par f, en effet f(2) =4 ¢ [1,2]. (Ou encore f([1,2]) = [1,4] Z [1,2])

Siz € [—1,1], alors || < 1, si bien que |z|> < 1 par croissance de x + 2% sur Ry. Ainsi [2?| < 1 et donc 22 € [-1,1].
Par arbitraire sur z, f([—1,1]) C [-1,1]. Cet ensemble est donc stable par f

Il est clair que pour tout = € Ry, on a f(z) = 22 € [0, +oo[. Donc f(R,) C [0, +oc[. Cet ensemble est donc stable
par f.

2) Soit y € f (ﬂiel Al-). Ainsi, il existe x € [, A; tel que y = f(x). Soit j € I. Par hypothése, 2 € A;. Comme
Aj est stable par f, on en déduit que y = f(z) € A;. Par arbitraire sur j, on a y € [);c; A;. Par arbitraire sur y,

on a donc
f (ﬂ Ai) C ﬂ A;
iel iel

Soit y € f (U;es Ai)- Ainsi, il existe z € (;c; A tel que y = f(x). Soit j € I. Par hypothése, z € A;. Comme A;
est stable par f, on en déduit que y = f(x) € A;. Par arbitraire sur j, on a y € [),.; A;. Par arbitraire sur y, on a

donc
f (ﬂ Ai) C ﬂAi
iel iel

Le résultat pour | J,.; A; suit presque le méme raisonnement. A vous de compléter.

iel
Exercice 14 1) Montrons que R est une relation d’ordre. Pour tout (x,y) € R?

r<cz
y<y
donc (z,y)R(x,y) et R est réflexive.
Soient (z,y), (z,y’) € R%. On suppose (z,y)R(z',y’) et (z/,y')R(x,y). Alors

z <z <z
ST g =
y<y Yy <y

donc (z,y) = («/,y'). Ainsi, R est antisymétrique.



Soient (z,v), (z,y'), (z",y") € R%. On suppose (z,y)R(z',y’) et (z/,y)R(z",y"). Alors

Jjgxlgx//
yéyléy”

et ainsi (x,y)R(z"”,y"”). Ainsi R est transitive.
Cet ordre est partiel. En effet (1,0)R(0,1) est fausse et de méme pour (0,1)R(1,0).
2) Soit (X,Y) € R? un majorant de {(zo,y0)}, cad (2o, y0)R(X,Y). Cela signifie
i) S X
Yo <Y

{(X,Y)ER*| X >zget Y >yo}

Donc I’ensemble des majorants est

Par exemple si xg = yo = 0, alors la région constitue la région au-dessus de l'aze des abscisses et a droite de l’azxe
des ordonnées.

Exercice 15 1) Soit x € C. |z| = |z| donc zRz. Donc R est réflexive.
Soient x,y € C. Si Ry, on a |x| = |y|. D’ou |y| = |z| si bien que yRz. Donc R est symétrique.

Soient x,y,z € C. Si 2Ry et yRz, on a |z| = |y| = |z| si bien que |z| = |z|. Donc R est transitive. Ainsi R est une
relation d’équivalence.

2) Soit z € C. Par définition,

[2] ={w € C| z2Rw}
={weClw| =lz[}

[2] correspond donc au cercle de centre l'origine et de rayon |z|.

Exercice 16 1) L’ensemble E = {0} est bien ordonné pour la relation < de R : si A C E est non vide, alors
A =FE = {0} et A admet bien 0 pour plus petit élément.

Montrons que I’ensemble E = R n’est pas bien ordonné pour la relation <. On pose A =]0,1] C E et on va montrer
que A n’admet pas de plus petit élément. Supposons par I’absurde qu’il existe un plus petit élément m. Alors
m € A et pour tout z € A on am < zx. Or,

€A

:}m
2

DN | =

meA —= 0<m<1 =>0<%

<

En prenant x = % € A, on en déduit donc m < . Comme m > 0, on obtient 1 < % Contradiction. Donc A

2
n’admet pas de plus petit élément.

2) Supposons que (E, <) soit bien ordonné. Montrons que =< définit un ordre total. Soient x,y € E. Alors en
posant A = {x,y} C F, on sait que A admet un plus petit élément m € A.

e Sim=z,onazxz=m<y.

e Sim=y,onay=m<zx.



Dans tous les cas, on a donc x < y ou y < x. L’ordre est bien total.

3) Non : si on pose E =]0,1] C R, alors la relation d’ordre < définit bien un ordre total sur E (c’est évident).
Cependant, E n’est pas bien ordonné pour <. En effet, en prenant A = E, on a vu que A n’admet pas de plus petit
élément pour <.

Exercice 18 1) Soit z € C\{1}. Alors

z+1
flz)=1 <= 2_1:1
<— zZz+1=2-1
= z—2=2
<~ 2ilmz =2
<= Imz—-1=0

Or cette derniére égalité est fausse : en passant & la partie réelle, on trouve (comme Imz € R) que —1 = 0, ce qui
est absurde. Ainsi, f(z) = 1 est toujours faux. D’ou le résultat.

2)

f(R) = {f(2) | z € iRN (C\{1})}
={f(2) | z € R}

Soit z € {R. On pose b € R tel que z = ib. Alors

—ib+1  ib—1

MG =T = %=1 !

ainsi, par arbitraire sur z, f(iR) = {—1}.

3) Par la question 2), on a f(i) = f(—i) = —1 donc f n’est pas injective. Par la question 1), 1 € C n’a pas
d’antécédent par f, donc f n’est pas surjective. Enfin f n’est pas bijective car non injective (ou non surjective).

4) Soit z € C, z # 1. Alors

z€ fTYR) <= f(z) €R
555 zfieR
- z+1_<z+1>
z—1 z—1
— E+1:z+1
z—1 z-1
= Z+1)E-1)=(=+1)(z-1)
— z2-1=22-1
— 72 =72



Si z = 0, cette derniére égalité est vraie, donc 0 € f~1(iR). Si z # 0, en posant z = re’® avec r > 0 et § € R, on
obtient

2 2 71'9)2 _ (,’,eiG)Q

2,-2i0 _ 726219

(

x|
I

w
=
99

<
@

6—210 _ 6219
€4i9 =1

49=0 [2n]

3)

0=0 [r] ou 0=

S
Il
o

™

o

[ AR

z€R ou ze€iR

Ainsi, f71(iR) = (RUR)\{1}.

5) a) Soient x,z’ € R\{1}. Alors

!
— T =

donc g est injective. Il n’y a pas besoin de plus justifier que cela : par exemple pour prouwver l’avant-derniére
implication, on peut simplement multiplier les deux cotés de 'équation par (x — 1)(z" — 1).

5) b) Soit x € R\{1}. Montrons que g(z) # 1. Supposons par I’absurde que g(z) = 1. Alors

z+1

=l = z4+l=2-1= 1=-1
r—1

Contradiction. Donc g(z) # 1. Par arbitraire sur z, on a g(R\{1}) C R\{1}.

5) ¢) Soit z € R\{1}. Comme g(x) # 1 par la question b), on en déduit que g(g(x)) a un sens. Alors

e =g (LEL) oL mdlaecl 3,
x—1 z+l _ r+1—(x—1) 2

r—1

5) d) Par ce qui précéde, g o g = idg\(1}. L’application g est donc une involution sur R\{1}. Ainsi, g est une

bijection de réciproque g~ = g.

5) e) Par la question précédente, g : R\{1} — R\{1} est bijective donc surjective. On en déduit que g(R\{1}) =

R\{1}.



Correction des exercices donnés en colle
Applications
1. L’application f : R* — R* définie par f(x) = % est-elle injective 7 surjective ? bijective ?
On vérifie que f est une involution, elle est donc bijective, donc également injective et surjective.
2. L’application f : C — C définie par f(z) = Z est-elle injective ? surjective ? bijective ?
Idem que ci-dessus.
3. L’application f : R? — R définie par f(z,y) = 2y est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Ou voit que f(1,0) = f(0,1) = 0, donc f n’est pas injective. Montrons que f est surjective : soit z € R. Alors
f(1,2) = z, si bien que f est surjective. Enfin, f n’est pas bijective car non injective.

4. Montrer que l’application f : R — Ry définie par f(x) = |z| est surjective mais non injective. Trouver A C R
telle que f|4 soit bijective.

Soit y € Ry. Alors f(y) = |y| =y (cad f(z) = y avec = y), donc f est surjective. Cependant, f(1) = f(-1) =1
donc f n’est pas injective.

Si on pose A = Ry, alors montrons que f|4 : A — Ry est bijective. La surjectivité se démontre comme ci-dessus.
Montrons que f|4 est injective. Soient x, 2’ € R.

fla(z) = fla@@") = f(z) = f(z")
= |z| = ||
= r=2a

d’ou le résultat.
5. On pose f:u € RY = lim,,_, ;o u, € R. Est-ce que cela définit une application ?

Non, f n’est pas une application : si u,, = n alors lim,,_, ;- u, = +00 ¢ R (on pouvait aussi prendre v, = (—1)").
6. On pose f:z € C+ argz € R. Est-ce que cela définit une application ?

Non, f n’est pas une application : 'argument de z est défini & 27 prés.
7. Soit f(z) = 2. Déterminer f([—1,2]) et f~1([1,2])

Soit x € [—1,2]. Si z <0 alors

-1<z2<0 = (71)2 > 22 > 02 par décroissance de = — 2% sur R_
= 0<2%2<1

Siz >0, on trouve 0 <z <2 = 0 < 2? < 4. Finalement, f([—1,2]) = [0,4].

Soit maintenant x € R. Alors
ze f(L,2) &= 1< flz)<2

—= 1<2? <2
= V1<Va2 <2 par stricte croissance de z — /z et de x + 2% sur R} (%)
— 1<z <V2
= z¢€]-V2,-1JU[1, V2]

Par arbitraire sur x, on en déduit f~1([1,2[) =] — v/2, —1] U [1,V2].

Pour (x), il faut justifier les deux sens de l’équivalence, donc on doit utiliser la croissance de la racine carrée et de

sa réciproque la fonction carré. De plus, pour conserver l’inégalité stricte, on doit utiliser la stricte croissance des
deux fonctions.



8. L’application f: z € C — e* € C est-elle injective 7 surjective 7 bijective ?

f n’est pas injective car f(0) = 1 = f(i27). De plus, f n’est pas surjective car pour tout z € C, e* € C*, si bien
que 0 n’a pas d’antécédent par f. Elle n’est pas bijective car non surjective.

9. L’application f : z € C+— 22 € C est-elle injective ? surjective ? bijective ?

f(=1) =1= f(1) donc f n’est pas injective. Soit w € C. Vérifions ’il existe z € C tel que f(z) = 22 = w. Cette
équation signifie que z est une racine carrée de w. Or une telle racine carrée existe toujours (si w = 0 alors z = 0,
et si w=re? avec r >0, 6 € R, alors z = \/Fei% convient). Donc f est surjective. Mais f n’est pas bijective car

non injective.
10. L’application f : 0 € R — €% € U est-elle injective ? surjective ? bijective ?

f(0) = 1 = f(2m) donc f n’est pas injective. Si w € U, alors |w| = 1 donc la forme exponentielle de w est
w=1xe? = f(f) pour un # € R. Ainsi f est surjective. Mais f n’est pas bijective car non injective.

11. L’application f: (r,0) € R} x] — 7, 7] re’? € C est-elle injective ? surjective ? bijective ?
Soient (r,0), (r',0") € R} x| —m, x]. Alors

f(r0)=f(r',0) = s
— =7 et 0=0 [27_‘_}

On affirme que cela entraine § = ¢’. En effet, si 0 # 6, on aurait 6 = 0’ + 2km avec k € Z* et comme 6 €] — 7, 7],
on aurait 8’ ¢] — m, 7|, ce qui serait une contradiction. On en déduit que f est injective. En revanche, f n’est pas
surjective, car 0 € C n’a pas de forme exponentielle (re’® = 0 entrainerait r = 0).

12. L’application f:n € N+ n? —n € N est-elle injective ? surjective ? bijective ?

f(1) =0 = f(0) donc f n’est pas injective. Pour la surjectivité, on remarque que f(n) = n(n — 1) € 2N en faisant
une disjonction de cas selon que n soit pair ou impair. Ainsi, par exemple, 1 ¢ f(N), si bien que f n’est pas
surjective.

13. L’application f : x € R+ 22 € R est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Soit y € R. Reésolvons I’équation f(z) = y d’inconnue z € R.

fla)=y <= 2° =y

= =Yy
donc il existe une unique solution dans R : f est bijective. Donc elle est également injective et surjective.
14. Construire une bijection de N dans N*
f:n €N~ (n+1) € N* est une bijection, car on vérifie facilement que g : n € N* — (n—1) € N est sa réciproque.
15. On pose f:z € R} — —F5. Calculer (fo f)(z) puis f"(z) := (fo---o f)(z) avec n € N*.

Soit z > 0.

(fof)a) = L (f)

fl@)+1

x

r+1

i+l

T oz
r+x+1 2z+1




Pour calculer f", on fait un raisonnement par récurrence. On peut vérifier au brouillon que f3(z) = SagTr €€
qui nous donne une idée de I’hypothése de récurrence. Montrons par récurrence que pour tout n € N* on a
Hy, f"(aj) = na:erl'

11 est évident que H; est vraie. Soit n € N*, supposons H,, et montrons H, ;. Pour tout z > 0,

fri@) = (f" o f)(z)

f(@)
= — ar H,,
nf(z) +1 P
=
nz%rl +1
X i

nr+a+1 (n+Dz+1

et donc H,41 est vraie. Ainsi, H, est vraie pour tout n € N*.
16. Soient f: EF — F et g: F — G. Montrer que si g o f est surjective et g injective, alors f surjective.

Soit y € F. Montrons qu'’il existe € E tel que f(x) = y. Comme g(y) € G, et que g o f est surjective, il existe
z € E tel que

9(y) = (go f)(z) = g(f(2))

Or, g étant injective, y = f(x) : on a démontré I'injectivité.
17. Soient f: E — F et g: F'— G. Montrer que si g o f est injective et f surjective, alors g injective.

Soient y,y’ € F tels que g(y) = g(y'). Montrons que y = y'. Comme [ est surjective, il existe z,2’ € F tels que
fl@)=yet f(a') =y'. Alors

9(y) = g9(y) = g(f(x)) = g(f(z"))

= r =21 car g o f est injective
— f(z) = f()
= y=y

Donc g est injective.

18. Soient f: E — F,g: F — Get h: G — H. Montrer que hog et go f sont bijectives si et seulement si f, g, h
sont bijectives.

Le sens réciproque est évident car la composée de bijections est bijective. Montrons le sens direct. Comme h o g
est bijective, on sait que g est injective. Comme g o f est bijective, on en déduit que g est surjective. Ainsi g est
bijective. Alors,

h=(hog)og™

c’est-a-dire que h est la composée de deux fonctions bijectives. Donc h est bijective. De méme, f est bijective.
19. Montrer que si f est injective, alors f(AN B) = f(A) N f(B).

On a déja f(ANB) C f(A)N f(B) (qui est vrai pour tout application, méme non injective). Montrons I'inclusion
réciproque. Soit y € f(A) N f(B). Alors il existe x4 € A et xp € B tels que

flza) =y = f(vp)

et comme f est injective, x4 = xp, donc x4 € AN B. Ainsi, y = f(xa) € f(AN B). On en déduit f(A)N f(B) C
f(AN B) par arbitraire sur y. D’ou le résultat.

20. Construire une bijection de N dans Z.
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11 suffit de construire une bijection de Z dans N et de considérer sa réciproque pour avoir une bijection de N dans
Z. Par exemple

fZ—N

2n sin>0
2n|+1 sin<0

Il est clair que f est bien définie. Montrons qu’elle est bijective. Soient n,n’ € Z tels que f(n) = f(n’). Alors f(n)
et f(n') ont la méme parité. Par la définition de f on en déduit que n,n’ ont le méme signe. Si n,n’ <0, on a

fn) =f(n') = 2In[+1=2n"| +1
= |n| =|n/|
= —n=-n

= n=n'

Et on montre facilement le méme résultat dans le cas n,n’ > 0. Ainsi, f est injective. Montrons que f est surjective.
Soit m € N. Alors

m m

1 1 1
meN+1 = f(—m2):2‘—mZ‘+1:2xm2 fl=m—-1+1=m

Dans tous les cas, on trouve donc un antécédent 4 m. Ainsi f est surjective. Finalement f est bijective et f~1 est
la bijection recherchée.

21. Soient E un ensemble et f : E — FE telle que fo fo f = f. Montrer que f injective si et seulement si f
surjective.

Supposons f injective. Soit x € E. Comme

on en déduit par injectivité de f que f(f(x)) = x, ainsi f o f =idg. Comme f o f est bijective, on a que f est
surjective.

Réciproquement, supposons f surjective. Montrons que f est injective. Soient z,z’ € E tels que f(z) = f(z’). Or,
f est surjective donc il existe z, 2z’ € E tels que f(z) =z et f(2') = a’. Ainsi

fl@)=f@") = f(f(2) = F(f(z)

) car fofof=f

D’ou f est injective.

Relations

22. Soit E un ensemble.

(a) Vérifier que C est une relation d’ordre sur P(E). Est-ce un ordre total ?
(b) Quel est le plus petit élément de P(E) pour C ? Le plus grand 7
(c) Soient A, B C E. Donner un majorant de {A, B} et un minorant de {A, B}.

a) Soient A, B,C € P(E).

A C A donc C est réflexive.
Si AC Bet BC A alors A= B, donc C est antisymétrique.
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Si AC Bet BC C alors A C C, donc C est transitive.

b) Il est clair que @ € P(E) et que pour tout A € P(E) on a @ C A. Donc @ est le plus petit élément de P(E)
pour la relation C.

De méme, on montre que E est le plus grand élément de P(E) pour la relation C.

c) Il est clair que @ C A C F et que @ C B C E. Donc @ et F sont respectivement un minorant et un majorant
de {A, B}.
On aurait aussi pu prendre AN B et AUB au lieu de @ et E.

23. On définit sur Z la relation 2Ry ssi « + y est pair. Montrer que c’est une relation d’équivalence. Pour tout
x € Z, déterminer la classe d’équivalence de z, en discutant selon la parité de z.

Soient x,y,z € Z. On a x + x = 2z € 2Z donc xRz : R est réflexive.
Si 2Ry alors « +y € 2Z. 1l est évident qu’alors y + x € 27Z, donc yRz : R est symétrique.
Si xRy et yRz, alors x + y et y + 2z sont pairs. Donc

r+y+yt+z=x+2y+z€2Z

Ainsi, il existe k € Z tel que x + 2y + z = 2k, donc = + z = 2(k — y) € 27Z, si bien que 2Rz : R est transitive.
Finalement, R est bien une relation d’équivalence.

On a y € [z] si et seulement si 2 + y est pair.

e Si x est pair, alors y € [z] si et seulement si y est pair, donc [z] = 2Z.

e Si x est impair, alors de méme on trouve [z] = 2Z + 1.

24. Soit f : R — R une application injective. On définit la relation < sur R par z <y < f(z) < f(y). Montrer
que c’est une relation d’ordre. L’ordre est-il total 7

Soient x,y,z € R. On a f(x)
Siz<yety=<z ona f(x)
est antisymétrique.

Siz<yety=<zona f(z) < f(y) < f(z), donc f(z) < f(2), si bien que z < z : < est transitive. Ainsi < est une
relation d’ordre.

< f(z) donc z=x : < est réflexive.
<

fly) < f(x) donc f(z) = f(y). Comme f est injective, on en déduit que z =y : <

Montrons que cet ordre est total : pour tous z,y € R, on a f(z) < f(y) ou f(y) < f(x) : donc z < youy <X x.
D’ou le résultat.
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