TD 20

INTEGRATION

Exercice 3
1) Pourtoutn € Netx € [0,1],onax"" < x" donc
-t >1-¥">0

et par croissance de la racine carrée sur [0, 1], on obtient

VI1I—xttl > /1T —xn
et donc

1 1
Upi1 = / V1 —x"tldx > / V1 —x"dx = u,
0 0

La suite (u,) est donc croissante.

2) Pourtoutn € Netx € [0,1],onal—x" < 1doncv1—x" < 1. Ainsi,
1 1
un:/ \/l—x”dxg/ ldx=1
0 0

La suite (u,) est donc majorée par 1. Etant croissante, elle converge. Cependant, on ne peut pas dire d ce stade
que la limite est 1. On peut seulement dire qu’elle converge vers une limite { < 1.

3) Soitx € [0,1]. Montrons que 1 —x < /1 —x. Six =1, on a égalité. Six # 1, alors v 1 —x > 0 donc
1—x<+V1-—x

1—x
VvV1—x
—v1—-x<1

—

<1

et cette derniére inégalité est vraie, cf question 2. Maintenant, montrons que v 1 —x <1 — 5 Ona

vl—xgl—g
2
<——1—-x< <1—§> c.alr1—x2Oetparcroissancedexr—nc2

52

—1—x<1l—x+—
2
X
<—0< —
— 4

Or, cette derniere égalité est vraie. D’ou le résultat.

4) Par la question 3, pour tout y € [0, 1]
1—y§v1—y§1—§

Soitn € Netx € [0,1]. Alors x" € [0, 1]. En posant y = x", on en déduit que

n
1—ﬂ§vag1—%
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Si bien que

1 1 1 n
/(1—x")dx§/ \/l—x"dxg/ <1—%>dx
0 0 0

1 1 1
<:>1—/ x”dxgungl——/ x"dx
0 2Jo
< <1 !
u —
n+1=""7  2n+1)

—1-
Par le théoreme d’encadrement, on en déduit que limu,, = 1.

Exercice 6
1) Vuen TD.
2) Soit f en escalier sur [a,b]. Alors il existe une subdivision ¢ = (a;)o<;<n de [a,b] adaptée a f. On pose alors
pi € Rlavaleur pour laquelle
I = Pi

Alors, pour tout n € N*,

1 ) m=—1 rq; .
Af@mWW:Z/ F(¢)sin(nt)dt

i=0 v di

m=1 ra;
= Z/ pisin(nt)dt
i=0 v di
m—1 a1
= Z p,-/ sin(nt)dt
i= O di
e 1
Z <——cos na,+1)—|——cos(nai)))
= n
1]
= Z (cos(na;)) — cos(naji1))

1
Montrons que / f(t)sin(nt)dt —— 0.
0 n—r—+oo

‘ / )sin(nt)dt| =

Z pi(cos(na;)) — cos(najy1)) |

lml

n X picos(nar)) —cos(nai. )|
lm 1
n = Y Ipillcos(na;)) — cos(naj1)]
i=0
lm—l
= Y [pil x [lcos(na;))| + |cos(nais1)]]
i=0
lm—l
<—Y Ipil x2
niZo
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m—1
Or, Y |pil x 2 ne dépend pas de n, donc
=0

1=

1m71

SV pil x2 ——0
) Ip

ni= e

1 1
/ f(t)sin(nt)dt|, donc pour/ f(t)sin(nt)dt.
0 0
3) Soit f € CM([a,b],R) ete > 0.0n pose g € £([a,b],R) telle que
sup |f(x) —g(x)[ < e

x€la,b]

d’ot le résultat pour

Alors, pour tout n € N¥,

b
/a F(t)sin(nt)dt

b b
/a [£(¢) — g(t)] sin(nt)dr + / 2(¢) sin(nr)dr
/ ? g(t)sin(nr)di

< +

[ 10~ gt siniar)as

b
/a g(t) sin(nt)dt

b
< [ 166~ 80)]- finan) o +
b

< / £|sin(nt)| df + /bg(t)sin(nt)dt

b b
< 8/ ldt + / g(t)sin(nt)dt
a a

—e(b—a)+ / ’ g(t)sin(nt)di

Or, comme |g| € £([a,D],R), par la question 2, on sait que

—0
n—4-o0

b
/a 2() sin(nt)dt

Ainsi, il existe Ng € N tel que pour toutn > N¢, on a

b
/a 2(1) sin(nt)dt

<e

Dans ce cas, )
/ F(0)sin(nt)d| < e(b—a) + ¢
a

Récapitulons : étant donné un € > 0 quelconque, on a montré qu’il existe N € N tel que pour tout n > Ng,
ona

/ " p()sin(n)de| < e (1+b—a)

—— 0, d’ou1 le résultat.
n—y4-o0

b
/a F(¢)sin(nr)dt

b
/ f(t) sin(nt)dt‘ peut, pour n assez grand, étre rendu aussi petit que I’on veut : si on
a

Ainsi,

(Cela implique que
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1 1
veut étre plus petit que ——, il suffit de prendre € =

1000 1000(1 45 —a)
nulle)

: cela signifie bien que la limite est
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