Exercice 5 Pour D, : le calcul est assez similaire a I'exemple du cours. On trouve la relation
D, = 2Dn—1 —Dy >

Donc I’équation caractéristique est
P —2r+1=0

r = 1 est 'unique racine double, si bien qu’il existe A, B € R tels que
VneN D,=A-1"+Bn-1"=A-+nB

Déterminons A et B. Pourn = 1,on a

D=2l =[2=A1B]
D= 2 | =4-1-F=A18]

On trouve ainsiA = B = 1, si bien que

D,=n+1
Ci1+C1—C
ab b -~ b b a—b b b b b 1 b b b b
b a b b b—a a b b -1 a b b
b 0 b~ 0 a
An: = . . :(a—b)
b : b
b b a b 0 b a 0 b a
b b --- b b a (n) O b --- b b a - 0 b b b a -
En développant selon la premieére colonne, on obtient
b b b b -~ b b
S : ; .
Ap=(a—b)x1|: .. -~ .} +(a—b) x (—=1)x (—1)
b a b a
b b b a (n—1) b b b a (n—1)
a+(b—a) b b b
b a .
=(a—Db)Ay—1+(a—Db) : b b
b a
b b b a (n-1)
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b b 0
Comme ) = |+ ] , par multilinéarité, on obtient :
b b 0
(b—a) b b --- b b
b b b .
0 a b
a . . b
M=(a=b)Ai+@=b)| i . b p|  Ha-b) , .
b a
b b boal, : b a
(n=1) 0 b b b oal
n—1)
a b b b
a .
=(a—b)A1+(@=b)Ay1+(a=b)(b—a)| + . . p
b a
b b b a (n-2)

=2(a—b)A,_1— (a—b)*A,_»
Posons 1 := a — b. L'équation caractéristique est donc
P 2ur+ /.Lz =0

cad (r— ,u)2 = 0. Il y a une seule racine double, , si bien qu’il existe A, B € R tels que

VneN A, =Au" + Bnu"

Ap=la|=|a=Ap+Bu

:az—bzz‘ (a+b)u = Au’ +2Bu?

Déterminons A et B. Pourn = 1,on a

Pourn=2,0ona

a b

A2:ba

Faisons une disjonction de cas.

e Si u =0,i.e. sia=>b,alors la formule sur A, entraine que A, = 0. Alternativement, A, = 0 car deux des
colonnes (et méme toutes) du déterminant sont égales.

e Siu #0,i.e.sia# b, alors les équations deviennent

heo nooa—=b
H H
ce qui entraine
An:(a—b)"+a_bn(a—b)"

=(a—b)"+bn(a—b)""!
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Finalement, dans tousles cas,on a:

Ap=(a—Db)"+bn(a—b)"""

1 b 0
a
8}’[ -
1 b
0 a 1 )
On développe selon la premiére colonne :
1 b 0 b 0
a 1 . a 1 b
Op=1x —a X
o1 b 0 b
0 a 1|, a 11,
On développe le second déterminant selon la premiére ligne :
1 b 0
SO
0 a 1 (n—2)
= 8,1 —abd, >

Si on est arrivé jusqu'ici, le plus important est fait. La suite demande beaucoup trop de calculs dans certains cas :

. .
on se contentera donc du cas ab = 1 qui est encore « faisable ».

On obtient I'’équation caractéristique
P —r4+ab=0

Posons U := ab. Le discriminant est donc
A=1—-4u

Distinguons des cas.

1 1
o Siu= 7 alors A = 0 et donc I'équation admet une racine double r( := o et 0, est de la forme
On = Ar, + Bnr,

3
Il faut ensuite déterminer A, B a partir des valeurs 6, = l et 6, = 1 —ab = 7 Cela donne

11
1:§A+§ZB 2=A+B |B=1
3_1,.2p 13=4+28 |A=1
4474
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On trouve donc
s 1\" 1\" 1
n={5) tnl3) =@+

1
e Siu< 7 alors A > 0 et donc I’équation admet deux racines ry, 5, et §, est de la forme
Op = Ar] + Br;
Il faut ensuite déterminer A, B a partir des valeurs ; = 1 et 6, = 1 — ab.

1
o Siu> 7 alors A < 0 et donc I'équation admet deux racines complexes conjuguées p et p. Alors 9§, est de la

forme
o, =Ap" +Bp"

Il faut ensuite déterminer A, B a partir des valeurs ; = 1 et 6, = 1 — ab.
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