Exercice1 On ne donne que les solutions, pas le détail de la preuve.

4) Vrai

5) Vrai

6) Vrai

7) Vrai

8) Faux : on peut par exemple voir que @(—f) = @(f) et donc ¢(—f) # —@(f) en général. On peut par exemple
prendre f = id.

Exercice 8
e Montrons que Ker f C Ker f2. Soit x € Ker f. Alors f(x) = Og, donc
F2(x) = f(f(x)) = f(0g) =0g car f estlinéaire

Ainsi, x € Ker f2. D’ou1 le résultat.

e Montrons que Im 2 CIm f. Soit y € Im f2. Alors il existe x € E tel que

y=f2x)=f(f(x))

En posantx’ = f(x) € E,onadoncy = f(x’). On en déduit que y € Im f. D’ou le résultat.

e Montrons la premiere équivalence.

- Sens réciproque : supposons Ker f NIm f = {0}. Montrons que Ker f = Ker f2. Par ce qui précede, on a
déja Ker f C Ker £2.11 suffit donc de montrer que Ker f> C Ker f. Soit donc x € Ker /2. On a

) =f(f(x)=0

Ainsi, en posant y = f(x), on a d'une part y € Ker f. D’autre part, comme y = f(x), onay € Im f. Ainsi,
y € Ker fNIm f = {0} par hypothése. D’oli y = 0. On en déduit que f(x) =0, cad x € Ker f. Par arbitraire
sur x, Kerf2 C Ker f.

- Sens direct : supposons Ker f = Kerfz. Montrons que Ker f NIm f = {0}. Soity € Ker fNIm f. On a
y € Im f, donc il existe x € E tel que y = f(x). De plus, y € Ker f donc

FO) =f(f(x)=0
Ainsi, x € Ker fz. Or, Ker f2 = Ker f donc x € Ker f. Finalement, f(x) = 0 donc y = 0. Par arbitraire sur y,
onaKer fNIm f = {0}.

e Montrons la seconde équivalence.

— Sens réciproque : supposons Ker f 4+ Im f = E. Montrons que Im f = Im fz. Par ce qui précede, on a déja
Im f2 C Im f. I suffit donc de montrer que Im f C Im fz. Soit donc y € Im f. Alors il existe x € E tel que
y= f(x).0r,commex € E =Ker f+Im f,

il existe xg € Ker f et x; € Im f tels que x = xx + x;
Ainsi, comme f est linéaire,
fx) = flxk +x1) = f(xx) + () = 0 + f(x1) = f(x1)
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On en déduit que y = f(x) = f(x7). Or, comme x; € Im f, il existe z € E tel que x; = f(z). Ainsi,

y=fx1)=f(f(z) = f(z)

doncy € Im fz. Par arbitraire sur y, Im f C Im fz.

- Sens direct : supposons Im f = Im fz. Montrons que Ker f +Im f = E. Une inclusion est évidente.
Montrons alors que E C Ker f +Im f. Soit x € E. Etant donné z € E, on peut écrire

X=x—2z+2
On cherche alors z tel que x — z € Ker f et z € Im f. Ainsi, cela revient a montrer que
dzeImf x—zeKerf
Or, z € Im f si et seulement s'il existe X’ € E tel que z = f(x'). Ainsi,

JzeImf x—zeKerf
«—WecE x—f(X)eKerf
— W ecE f(x—f(x))=0
—IWeE flx)-f2)=0
—IWeE [flx)= )
> f(x) € Im f>

Or, f(x) €Im f =Im f2, donc la derniére assertion ci-dessus est vraie. Finalement, en posant x’ € E tel
que f(x) = f*(x'), ona
x=x—f()+f()
——
€Ker f €lm f

D’oux € Ker f +1Im f. Par arbitraire sur x, E C Ker f +Im f. D’ot le résultat.

Exercice 11

1) Vuen TD.
2) Montrons que Im p = Ker ¢. Ici, on peut raisonner par équivalences. Pour tout x € E,

xEKerqg < q(x)=0
< (idg—p)(x)=0
< x—px)=0
— p(x)=x
< x€lmp car p est un projecteur
D’ou le résultat. Montrons maintenant que Im g = Ker p. Par la question 1), comme p est un projecteur, g aussi.

Comme on a également p = idg — g, on peut échanger les roles de p et g dans le raisonnement ci-dessus. Ainsi,
Kerp =Img.
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Exercice 12

Attention, il y a une erreur d’énoncé sur la deuxieme assertion. Elle est corrigée sur la version en ligne du TD.
Premiére assertion, sens réciproque : montrons que Ker p = Ker g. Comme p, g jouent des roles symétriques, il
suffit de montrer que Ker p C Ker g. Soit donc x € Ker p. Alors

q(x) = (gop)(x) = q(p(x)) = ¢(0) =0

d’ot1 x € Ker g. D’ot le résultat.
Premiére assertion, sens direct : on suppose Ker p = Ker g. Comme p, g jouent des roles symétriques, il suffit
de montrer que pog = p. Soitx € E. Comme E = Ker g & Im g, on peut écrire

X =xg+x1 avecxgy € Kerg et x;€Img

Alors
(Poq)(x) = p(g(xk +x1))
= p(x)
Or,
p(x) = p(xk +x1)
= p(xk) + p(x1)
=0+ p(xr) car xg € Kerqg =Kerp

D’ol1 p(x) = pog(x).
Deuxiéme assertion, sens réciproque : montrons que Im p = Im g. Comme p, g jouent des roles symétriques, il
suffit de montrer que Im p C Im ¢. Soit donc y € Im p. Alors il existe x € E tel que y = p(x). Dans ce cas,

y=px) = (gop)(x) =q(p(x))

doncy € Img. D’ou le résultat.
Deuxiéme assertion, sens direct : on suppose Im p = Im g. Comme p, g jouent des roles symétriques, il suffit
de montrer que pog = g. Soitdoncy € E. Comme E = Ker g & Im ¢, on peut écrire

y=yk+yr avecyg € Kerqg et y;€lImg

Alors d'une part,
q(y) =y
et d’autre part,
(poq)(y) = plalyk +y1)) = p(1)
Or, y; € Img = Im p, donc p(y;) = y;. Ainsi
(poq)(y) =i
Par arbitraire sur y, on adonc pog = gq.
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