INTERROGATION N°8 — PROBABILITES — CORRECTION
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Variables aléatoires

1. (2pts) On consideére 'univers U = {0, 1,2}. Quels sont les événements de U ?

Un événement de U est un sous-ensemble de U. Les événements de U sont donc :

2,{0},{1},{2},{0,1},{0,2},{1,2},{0,1,2}

2. (2pts) Donner un exemple d’'une probabilité f sur U qui ne soit pas la probabilité uniforme. On ne donnera
que les valeursde f ({®}) pour € U.

1l suffit que f ({@}) ¢ soit une densité de probabilités sur U, qui ne soit pas celle de la probabilité uniforme. On peut
choisir

raon=1 ram=1 raep-1

1
(onaalors f =Py ou X ~ B(2, 5))

3. (3pts) Soit (Q, P) un espace probabilisé. Donner les trois lois usuelles en précisant, pour chaque loi, ’'ensemble
des valeurs prises par la v.a., la loi proprement dite et enfin la notation associée.

e Loi uniforme : soit £ un ensemble non vide. X suit une loi uniforme sur E si X prend ses valeurs dans E et si

1
VxeE PX=x)= card(E)'Onn()te alors X ~U(E).

e Loide Bernoulli: soit p € [0, 1]. X suit une loi de Bernoulli si X prend ses valeurs dans {0, 1} etsiP(X =1) = pet
P(X =0) =1— p. Onnote alors X ~ B(p).

e Loibinomiale : soitn € N et p € [0, 1]. X suit une loi binomiale de parameétre (n, p) si X prend ses valeurs dans

[0,n] etsiVx € ke [0,n] PX=k)= (Z) (1= p)"*. On note alors X ~ B(n, p).

4. (3pts) On tire, avec remise, 5 cartes d’'un jeu de 52 cartes.

(a) Donner un univers € qui correspond a cette expérience aléatoire.

Il faut pouvoir dissocier chaque tirage (avec remise) de 5 cartes parmi 52 cartes. En numérotant les cartesde 1 a
52, 1'ensemble [1,52] permet de dissocier un tirage. Faire 5 tirages revient donc a se donner un 5-uplet de [1,52],
donc Q = [1,52]°.

(b) Onnote X lav.a. égale au nombre total de dames tirées. Reconnaitre la loi de X.

X est a valeurs dans [0,5] et compte le nombre de succes apres 5 tirages indépendants (et dans des conditions

identiques). La probabilité de succes d'un tirage est de 5213 donc X ~ B(5, B)
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Indépendance, conditionnement

1. (2pts) Enoncer la formule de Bayes.

Soit A, B deux événements tels que P(A) > 0. Alors

P(A | B)P(B)

P(BIA) = =50

2. (2pts) On lance un dé a six faces. On note A 'événement « le nombre obtenu est premier » et B 'événement «le
nombre obtenu est un multiple de 2 ou de 3 ». Calculer P(A | B).

P(ANB 4 2
SiP(B) >0,onaP(A|B) = (IP’(I?)) Or, en prenant pour univers Q = [1,6], onaP(B) =P ({2,3,4,6}) = c= 73 De
2 1
plusP(ANB) =P({2,3}) = c= 73 Donc
1
7 1
P(A|B) =3 =~
a1m=1=3

3. (3pts) On consideére la probabilité uniforme P sur Q = [1,8], ainsi que A = {1,2,3,4} et B= {5,a} avec
o € Q\ {5}.Est-ce que A, B sontindépendants si ¢ <42Sio > 62

A, B sont indépendants si P(ANB) = P(A)P(B).

d(ANB 1 4 1 2 1
mcrar(d(Q)) =3 Par ailleurs, P(A) = g= 3¢ P(B) = 3= Z.Ainsi,
P(ANB) =P(A)P(B) donc A, B sont indépendants.

e Sioo <4,alorsANB={a},doncP(ANB) =

I 1 Ainsi
— = —. Ainsi,
4 8

| =

0
e Sio > 6,alors ANB =@, donc P(ANB) = 3= 0. Par ailleurs, on a toujours P(A)P(B) =
P(ANB) # P(A)P(B) donc A, B ne sont pas indépendants.

4. (3pts) On considére X,Y deux v.a. indépendantes dont les lois sont données par (avec p,q € [0,1]) :
PX=—i)=p PX=i)=1-p

PY=-1)=gq PyY=1)=1—g¢q

Déterminer la loi conjointe de (X,Y). On pourra la présenter sous forme d’un tableau.

Comme X, Y sont indépendantes, on a pour tous x,y pour lesquels cela a un sens :
PX=x,Y =y)=PX =x)P(Y =y)

On peut ainsi obtenir le tableau suivant
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