DS n°3 : Applications, fonctions, intégration

Durée : 4 heures. Calculatrices non autorisées.
Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans ’ordre souhaité.
Toute affirmation non triviale doit étre justifiée.

Exercice

62 1
1 lculer I = .
) Calculer /6 xlnxdx (/3)

/

u
(on remarque qu’on est sous la forme — avec u = In)
U

= [In \lanzz =In ‘ln(62)| —In|lne| =In|2lne|—Inl =

e (/5)

2) En utilisant le changement de variable z = tant, calculer J = /

?)?

J— ! 1 d x =tant
Jo (14 22)2 * dr = (1 + tan®t)dt J (14 cos(2t)) dt
_[F Lttt
Jo (1+tan?t)? [t + - sm(2t)}
= 0
4 1
— -t T o4l
/0 1+ tan®t <4 0+5 0>

o2
:/ cos” tdt .
0 8

3) Soient a,b €] — 1,1[. Trouver une fonction F : [a,b] — R telle que

Il
M\H [\3\ = N
LBl
N —

AN

a

/ab arcsin zdz = [F(z))”

En déduire les primitives de arcsin sur [a,b]. (/5)

b T L
arcsinzdr = [rarcsinz], — | —=dzx
a a
b

= [z arcsin z]z + /
a

b
= [z arcsin :z:]z + [ 1- xQ}
b

= [a: arcsinz + V1 — x2]
a

Ainsi, par le théoréme fondamental de ’analyse, les primitives de arcsin sur [a, b] sont les fonctions

x> zarcsinx + /1 —224+C avec C eR




4) On définit Papplication
i R* =R
1
rT—r+—
x

Montrer que f n’est ni injective, ni surjective. (/6)

1 1
5= f (2) donc f n’est pas injective.

Résolvons ’équation f(x) = 0 d’inconnue z € R* :

Ona f(2) =2+

1 2
T+ —-—=0<<= z+1=0
x

Comme 22 +1 > 1, il n’y a pas de solution. Ainsi 0 € R n’a pas d’antécédent par f et donc f n’est pas surjective.

Probléme 1

On considére les fonctions

Frav garctanGhie) et gso ot ().

On va montrer que f = g de deux maniéres différentes.
1)
a) Déterminer le domaine de définition D de f et g. (/2)
Pour f, arctan et sh sont définies sur R donc f est définie sur R par composition.

shx

Pour g, ch est définie sur R et pour tout x € R, ——
1+ chx

a un sens car 1+ ch(z) > 2 > 0. Par composition, g

est définie sur R.

b) Montrer que f et g sont dérivables sur D. Calculer f’ et ¢’. (/5)

f et g sont dérivables sur D comme composition et quotient de fonctions dérivables sur D. Pour tout = € R,

1 1 1 1 1
M) — = . he = = - ——chz =
F@) =5 T =3 3™ = o
1 chz(1 + chz) — sh?z
!
g (x) = 7 X 2
14+ (1-7-}3190) (1+ cha)
1
= 5 X (chx + ch%z — shzx)
(14 chax)? 4 (shzx)
1
= X (chx +1
1 + 2chax + ch?z + sh?z ( )
1
= X (chx + 1
14 2chx + ch®z + (ch?z — 1) ( )
1
= ————— X (chz +1)
2chx + 2ch*x
_ 1
" | 2chz

c) En déduire le résultat voulu. (/5)



Par la question précédente, f' = g’, ou encore (f —g)’ = 0. Comme R est un intervalle, on en déduit qu’il existe
CeRtelleque f—g=0C.

Pour montrer que f = g, il suffit de montrer que C' = 0. Or,
1
C = f(0)—g(0) = 3 arctan(0) — arctan (1) =0-0=0
Ainsi, .

2)

a) Rappeler le domaine de définition F de la fonction tan. (/1)

E:R\{g+kw’kez}

b) Montrer que : Yz € D 2f(x) € E. Pour  dans D, calculer tan(2f(z)). (/5)

T
272

™

Soit € D. On a 2f(x) = arctan(shz). Or, arctan(R) = } {, donc 2f(x) € }‘%75[ C E. Ainsi,

2f(z) € E|, et

tan(2f(x)) = tan(arctan(shz))

- [&a]

h
c¢) Montrer que la fonction h : z — 13_0(}:?()3;) est & valeurs dans | — 1,1[. (/6)
. sh ..
On sait que th = 3 R —] —1,1[. Ainsi, pour tout € R
c
shx shx 1
1+ chz| = |chz

on en déduit que h(z) €] — 1,1].
d) Montrer que : Vo € D 2g(x) € E. Pour x dans D, calculer tan(2g(z)). (/8)

Par la question (c), on a pour tout z € D

—1<h(z)<1
= — % < arctan(h(z)) = g(z) < % par stricte croissance de arctan
T v
_ T 9 z
= 5 <2¢9(z) < 5
donc
2t
tan(2¢g(x)) = M (formule tan(a + b) avec b = a)
1 — tan® g(x)
hz
2 1—si-chz

1 shx 2

o (1+chm)

_ 2shz(1 + chx)
(1 + chz)? —sh%z
2shx + 2shzchz

- 1 + 2chax + ch?z — sh?z
1+ chx

2 + 2chz

- (s

= 2shx



e) En déduire le résultat voulu. (/6)

Soit x € D. Par les questions (c) et (d), on a

tan(2f(z)) = tan(2g(z))
= arctan (tan(2f(z))) = arctan (tan(2g(z)))

= 2f(x) = 2¢9(z) car 2f(x),2¢g(x) e}—z 7{

= f(z) = g(=)

Ainsi f = g. Note : on aurait aussi pu raisonner avec le fait que tana = tanb < a=0b [n].

3) Application :

a) Caleuler ch (; 1n(3)> et sh (; 1n(3)>. (/2)

1 ezIn3 4 g=3n3 1mm3 13
Ch(ln?)): 1 ez —e 2
h(=m3)|=S"—"¢°
2 12 S (2 n3> 5
ﬁ;ﬁ3+12 CVB-Z 3-1 [
23 V3 9 23 V3

1
b) En appliquant I'égalité f () = g (x) en x = 5 In(3), calculer tan (112) (/4)

1
On pose z = 3 In 3. Alors, par la question (a),

1 tan(sh) ¢ shx
= — arctan(s = arctan | ———
2 : . retatt 1+ chx

1

1 V3
—> — arctan <> = arctan < 5 >
V3 1+ 73

T_ arctan (1> el
6 V342

I
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o
=
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Probléme 2

1) Soit < une relation binaire sur un ensemble E. Rappeler la définition de “= est une relation d’ordre sur E”.

(/2)
< est une relation d’ordre sur E si elle est
o réflexive: Ve € E xz <z
e antisymétrique : Vx,y € E (z <Xy et y=<z) = =y

e transitive : Vz,y,z2€ E (z 3y e y=xz) = =<z



2) Soit (E, <) un ensemble ordonné. Soit f : E — E une application et < la relation binaire sur E définie par
Ve,ye Bz <y < f(x) 2 f(y)
a) Démontrer que < est réflexive et transitive. (/4)

Soient x,y,z € E.

o Comme = est réflexive, on a f(z) < f(z), donc z < z. Ainsi < est réflexive.

e Supposons x Gy et y < z. Alors f(x) = f(y) et f(y) =2 f(z). Comme =< est transitive, on a f(z) < f(z),
c’est-a~dire = < z. Ainsi, < est transitive.

b) Démontrer que < est une relation d’ordre si et seulement si f est injective. (/8)

On raisonne par double implication.

e Supposons f injective et montrons que < est antisymétrique. Soient x,y € FE tels que x < y et y < .
Alors f(x) =2 f(y) et f(y) = f(z). Comme = est antisymétrique, on en déduit que f(x) = f(y). Comme f
est injective, on déduit que x = y. Ainsi, < est antisymétrique. Comme < est aussi réflexive et transitive
par la question (b), on en déduit que < est une relation d’ordre.

e Supposons que < est une relation d’ordre et montrons que f est injective. Soient z,y € E tels que
f(x) = f(y). Alors, comme =< est réflexive, on a f(z) <X f(y) et f(y) =2 f(z), cest-a-dire x < y et y < x.
Or, < et une relation d’ordre, donc = y. Ainsi, par arbitraire sur x,y, on en déduit que f est injective.

c) Rappeler la définition de “=< définit un ordre total”. (/1)

< définit un ordre total si
Ve,y € E =<y ou y=x=zx

d) On suppose f bijective. Démontrer que <1 définit un ordre total si et seulement si < définit un ordre total.

(/10)
On procéde par double implication.

e Supposons que <l définit un ordre total. Montrons qu’il en va de méme pour <. Soient x,y € F. Alors
en posant ' = f~1(z) € E et y = f~'(y) € E, comme < définit un ordre total, on a 2’ <y ou ¢y < 2/,
c’est-a-dire f(z') < f(v') ou f(y') X f(2'), ou encore z < y ou y < x.

e Supposons que =< définit un ordre total. Montrons qu’il en va de méme pour <. Soient z,y € E. Comme
f(x), f(y) € E et que < définit un ordre total, f(z) < f(y) ou f(y) X f(z), c’est-a-dire z < y ou y < x.

3) Rappel : on définit sur N* la relation de divisibilité | par
Vm,n € N* min < Ik eN" n=km
a) Montrer que | est une relation d’ordre sur N*. (/6)

Soient x,y, z € N*.
e Onax=1xzavec1le N, donc z|z. Ainsi | est réflexive.
e Supposons que z|y et y|z. Alors il existe k, k' € N* tels que
y=kx
z=ky

Comme k € N*, on a k > 1, et comme x > 0, on obtient kx > z, donc y > z. On montre de méme que
y < x. Dot x = y. Ainsi | est antisymétrique.



e Supposons que z|y et y|z. Alors il existe k, k' € N* tels que
y=kx
z=ky
si bien que z = k'kxz. Comme k'k € N*, on a bien x|z. Donc | est transitive.

Finalement, | est bien une relation d’ordre sur N*.
b) Est-ce que | définit un ordre total ? (/1)

Non : il est clair que 2 et 3 ne sont pas en relation par |.

Soit (F, <) un ensemble ordonné. Soit < une autre relation d’ordre sur E. On dit que “< est un prolongement
de <X sur E” si
Vr,y € E r=y = vy

4) Montrer que la relation d’ordre usuelle < est un prolongement de | sur N*. (/2)

Soient z,y € N* tels que z|y. Alors il existe k € N* tel que y = kx. Comme k > 1, on a y = kax > x. Ainsi
zly = x < y. Par arbitraire sur z,y, on a le résultat voulu.

Rappel : on définit sur N la relation de divisibilité | par
Ym,n € N min <= FkeN n=km

On admettra que | est une relation d’ordre sur N.

5) Est-ce que la relation d’ordre usuelle < est un prolongement de | sur N ? (/3)

Supposons par I’absurde que < soit un prolongement de | sur N. Comme 0 = 0 x 1, on a 1|0. Par hypothése, on
aurait alors 1 < 0. Contradiction.

Ainsi, la relation < n’est pas un prolongement de | sur N.



