DS n°10 : matrices et algebre linéaire,
groupe symétrique, déterminants — Corrigé

Exercice 1 : Algébre linéaire

On note B = (ey,eg,e3) la base canonique de R3, et id Papplication identité de
R3. On considére Pendomorphisme f de R® canoniquement associé a la matrice

3 10
A= -3 01
1 00

1) Calculer le rang de f. Que peut-on en déduire sur f ?
On arg f =rgA. Calculons rgA :
31
-3 0
10

0
1
0
Or, les vecteurs colonnes de cette matrice forment la base canonique de R?, donc
engendrent R? tout entier. Ainsi, rg f = dim R = 3.

On en déduit que f est surjective. Or, comme c¢’est un endomorphisme et que
R? est de dimension finie, cela implique que f est bijective.

2) Déterminer Ker(f — id), ainsi que sa dimension. Vérifier que u; = e — 2e3 + e3
appartient & cet ensemble.

f —id a pour matrice

2 1 0

A-I;=| -3 -1 1
1 0 -1
1

On détermine Ker (f —id) par la matrice augmentée :

2 oLy [ 1 0 —1]0

-3 —1 3 -1 1|0

1 2 1 0|0
10 —-1]0 1 0 —-1]0
Io+3L1 | 0 =1 =2 ] 0 0 -1 -210
Lsy—2L; \0 1 2 |0 Li+Ly, \0O 0 0 |0

r—2=0
—y—22=0

Ker (f —id) = {(z,y,2) € R3|z=2 et y= -2z}
={(z,—-22,2) | z € R}
= Vect ((1,-2,1))

Ainsi

Comme la famille ((1,—2,1)) est génératrice de Ker (f —id) et qu’elle est libre (car
le vecteur est non nul), ¢’est une base de Ker (f — id). Donc

dim Ker (f —id) =
Le vecteur
up =e; —2ex+e3=(1,-2,1)
appartient clairement a cette ensemble puisque Ker (f —id) = Vect(uy).

3) On pose us = —es + e3 et ug = e3. Montrer que B = (u1,u2,us) est une base
de R3.

On a ug = (0,—1,1) et ug = (0,0,1). On calcule

1 0 0
det (ug,ug,uz) =] -2 =1 0| =1x(-1)x1=—-1#0
1 1 1

donc (uy,ug,us) est une base de R3.

4) Déterminer la matrice de passage P de la base B a la base B'. Calculer Pt



Par définition, e Sin =0, alors (A")" = I3 par convention.

oo e Sin=1,alors (A)" = A"

P=Matg(B)=[ -2 -1 0
1 1 1 e Sin > 2 alors comme N* = 0 pour k > 3, on a
Ensuite, le calcul par la matrice augmentée donne (le détail doit apparaitre sur la 2
L nno_ T\ A7k pn—k
copie) : (A" —Z()Nl}) +0
k
10 0 k=0
pPl=|(-2-10]=P n\ ..o n ny\ .9
F (@) () ()
0 -1 0 (n—1) 001
5) Soit A’ la matrice de f dans la base B'. =L+n|l 0 0 =1 |+ % 00 0
a) Aprés avoir rappelé la relation liant les matrices A et A, calculer A’. 0 0 0 000
n(n—1
(On ne détaille pas le calcul mais cela doit apparaitre sur la copie :) 1 —n %
v
A=ptAp=PAP=---=[0 1 -1
0 0 1
¢) En déduire 'expression de A" en fonction de n.
b) Pour tout entier naturel n, calculer (A")". Comme A" = P7'AP et que P= P! ona
On peut écrire A’ = I3 + N avec A= pPAP
0 10 donc
N=10 0 -1
00 0 A" = (PA'P)(PA'P)...(PA'P)
On remarque alors que n fois
= P(AHY"P
001
N*=|000 et N =0 Le calcul donne
000

1 n?+3n+2 nn+1) nn-1)
Enfin, on a I3N = N3 donc par la formule du binéme, A" = 5 —2n(n+2) 2-— on? —2n(n + 2)

(A/)n _ (13 + N)n n(n + 1) n(n — 1) n?—3n + 2

n
— Z n Nk[‘rl—k 3
k 3 6) Soit h I’endomorphisme de R” dont la matrice dans la base B est P. Montrer
=0 que h est une symétrie par rapport & un espace E7 et parallélement a un espace
Discutons selon la valeur de n. FE5. On précisera les bases de Fp et Es.

3 4



On a P~! = P donc h est inversible et h~! a la méme matrice que h dans les bases
canoniques : on en déduit que h = A, Comme h est linéaire, cela entraine que h
est une symétrie.

Par définition, h est une symétrie par rapport a £y = Ker (h —id) parallelement
a Fy = Ker (h +id). Pour déterminer ces ensembles, on passe par la matrice P.
Commencons par Fj :

x
(,y,2) €EKer(P—13) < (P—-1I3)| vy | =0
z
0O 0 0 T
= -2 =20 y | =0
1 1 0 z

—22—-2y=0
—
r+y=0
— z+y=0
Ainsi,

Elz{(x,y,z) €R3|$+y20}
={(z,—x,2) |z €R, z € R}
= Vect ((1,-1,0), (0,0,1))

On en déduit que la famille ‘ (1,-1,0), (0,0,1) ‘ est une famille génératrice de E7q, et
comme elle est libre (les deux vecteurs sont non colinéaires) c’est une base de Ej.

Pour FE», le calcul donne :

x
(x,y,2) eKer (P+13) < (P+I3)| v | =0
z
1 00 x
= -2 00 y | =0
1 11 z
z=0
< ¢ 2x=0
r+y+z2=0
z=0
—
Yy+z=

Alnsi,
E2:{(x,yyz)€R3|x=0ety+z:o}

={(0,y.—y) [y e R}
= Vect ((0,1, —1))

On en déduit que la famille | (0,1, —1) | est une famille génératrice de Eo, et comme
elle est libre (son unique vecteur ¢tant non nul) c’est une base de Es.

7) Déterminer une base C de R? telle que la matrice de h dans la base C soit donnée
par

0
0

1
0
0

S = O
—_

On a
Ey={ue E|h(u)=u} et Ey={ue FE|h(u) =—u}

Ainsi, si on pose

1 0 0
C = (u1,u2,u3) := 1|, 10,1 1
0 1 -1

Par la question précédente, uy, us € Ey et ug € Fo, donc
h(u1) = uy h(ug) = ug h(ug) = —us
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On en déduit que

o O

Mate(h) =

O O =
S = O

Exercice 2 : Sur le groupe A,

Dans cet exercice, on considére un entier n > 5. On note S, le groupe symétrique
d’ordre n, et pour deux permutations o et 7 de S,,, on notera o7 := o o 7. On note
Ay, le sous-ensemble des permutations paires de Sy, i.e. dont la signature vaut 1.

1) On considére un p-cycle o de S,. A quelle condition est-ce que o appartient a

Ay ?
On ag(o) = (—=1)*~! donc

€A, & £(0)=1 < [pe2N+1]

2) Montrer que A, est un sous-groupe de Sj,.

e A, C S, par définition.
e A, # & car la permutation id est paire donc appartient a A,,.

e Soit ,0” € A,. Montrons que o(0’) "t € A,. En effet,

e(o(a) ™) = e(o)e((0) ™) car ¢ est un morphisme
= e(0)e(o)) ! idem
=1x17! car 0,0’ sont paires
=1

Donc o(o’) ™' € A,,.

Finalement, A,, est un sous-groupe de S,.
3) Donner le cardinal de S3, puis la liste des éléments de S3.|S3| = 3! = [6] et les

éléments de S3 sont

id, (12), (13), (23), (123), (132

4) Donner la liste des éléments de As. Quels sont les sous-groupes de Az ?Les
éléments de As sont les permutations paires de S3. Par la question précédente et
la question 1, les éléments de Az sont donc

id, (123), (132)]

Pour déterminer les sous-groupes de As, on raisonne par analyse-synthése.

e Analyse : soit H un sous-groupe de Az. Alors id € H et pour tous 0,0’ € H
on a o(c’)™t € H. On peut déja considérer le cas H = {id}, qui est le
sous-groupe trivial de As.

Considérons le cas H # {id}. Si par exemple (1 2 3) € H, on a

(123)(123)=(132)e H

Ainsi, H = {id, (1 2 3), (1 3 2)} = As. On montre de méme que si (1 3 2) €
H alors H = Asz. Finalement, les seuls cas possibles sont H = {id} et

H = As.

e Synthese : On a vu en analyse que {id} est le sous-groupe trivial de Az. Par
ailleurs, A3 est un groupe inclus dans A3 donc un sous-groupe de As.

Finalement, les seuls sous-groupes de A3 sont

{id} et Aj

5) Un résultat du cours affirme que toute permutation de S, peut s’écrire comme
un produit de transpositions. Le but de cette question est d’établir que A, est
engendré par les 3-cycles.

a) Montrer que le produit de deux transpositions (& supports disjoints ou non)
de S, peut s’écrire soit comme un 3-cycle, soit comme un produit de deux
3-cycles.Soit (a b) et (¢ d) deux transpositions de S, (donc a # b et ¢ # d).
On pose

o= (ab)(cd)

e Si (¢ d) = (ab), alors comme n > 3 on peut écrire
o=id=(123)(132)
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e Si les supports de (a ) et (¢ d) ont un élément en commun, par exemple
c = a, alors

o=(ab)(ad)=(ba)(ad)=(bad)

e Enfin, si les supports de (a b) et (¢ d) sont disjoints, on peut écrire

o= (ab)(cd)
=(a b)(bc)bc)(cd) car (b ¢)(bc) =id
=(abc)(bed)

b) Conclure.Soit o € A, donc o est une permutation paire. Alors ¢ peut
s’écrire comme un produit de 2k transpositions. En effet, si ce nombre était
impair, o ne pourrait pas étre paire. On peut donc écrire

0 = T1T2 " " T2k—-1T2k

avec T1,--- , 7o des transpositions. Or, par la question précédente, pour
tout i € [[1,k], To;—179; peut s’écrire comme un 3-cycle ou un produit de
deux 3-cycles. On en déduit que o peut s’écrire comme le produit d’un ou
plusieurs 3-cycles.

3) Montrer que l'application ¢ : o — o(1 2) est une bijection de A, dans Sy \
Ap.Tout d’abord, justifions que ¢ : A, — S, \ A, est bien définie. Soit o € A,
justifions que ¢(o) ¢ A,,. En effet,

e(p(0)) = e(0)e((12)) =1 x (=1) =1

d’oit (o) est impaire, donc appartient & S, \ A,,. A présent, montrons que ¢ est
une bijection. On pose

S\ Ap — Ay
o o(l2)

Alors on montre de méme que 1) est bien définie et on remarque que pour tout
occ A,

(Yop)o)=0(12)(12)=0
et on montre de méme que (¢ o ¢)(0) = 0. Ainsi, ¥ est I'application réciproque
de ¢, donc ¢ est bijective.

4) En déduire le cardinal de A,.Comme ¢ est une bijection et que A, et S, \ A,
sont finis, on a

card(Ay) = card(S, \ 4p)

= card(S),) — card(4,)

D’ou, 2card(A,) = n!, ce qui entraine

card(4,) = =

On dit quun sous-groupe H dun groupe G est distingué si : Yh € H Vz €
G zha'eH.

5) Montrer que A, est un sous-groupe distingué de S,.Soit h € A, et € 5.
Montrons que zhz ™' € A, :

Ainsi, zhz ! est paire donc zha ' e A,. Finalement, A,, est un sous-groupe
distingué de S,,.

Exercice 3 : Déterminant dans M, (Z)

On consideére dans cet exercice I'ensemble M,,(Z) des matrices de taille n & coef-
ficients dans Z. On admettra que M,,(Z) est un anneau. Pour une matrice A de
My (Z), on définit son déterminant de la méme maniére que la matrice A vue comme
un élément de My, (R).

On consideére A = (a;5) € My, (Z).

1) Rappeler la définition du déterminant de A, en fonction des coefficients a;;.
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det A = Z 6(J)ag(1)1 © g (n)n

o€eS,

2) En déduire que det A € Z.
Comme les coefficients de A sont dans Z, pour tout 0 € Sy, on a(0)ag(1)1* * Ag(n)n €
Z (car e(o) € {—1,1}). Ainsi, par somme, det A € Z.

On note GLy,(Z) l'ensemble des matrices A € M,,(Z) pour lesquelles il existe

une matrice B € My,(Z) telle que AB = I, (on admettra que cela équivaut a
BA = I,,). On dira alors que A est inversible dans M,,(Z) et on notera B := A’

3) Justifier que si A est inversible dans My, (Z) alors A est inversible dans M,,(R)
et que dans ce cas A7 = A'.

On suppose A inversible dans M,,(Z). Donc il existe A" € M,,(Z) telle que AA" =
A'A = I,,. Cela entraine que A est inversible dans M,,(R) avec A™1 = A",

1 2 3
4) Dans cette question on considére A = 0 0 3 Montrer que A est
-1 2 =7

inversible dans Mj3(R) et calculer A™'. La matrice A est-elle inversible dans
M3(Z) ?

On passe par la matrice augmentée :

1
1 2 3 100 % _17
0 0 3 010 (et apres calculs on trouve) At=] = =
-12 7[00 1 3 7
3

Supposons par I'absurde que A soit inversible dans M3(Z). Alors par la question
précédente, on aurait A’ = A™! € M3(Z). Or, comme [Ail] n= %, il est clair que
Al ¢ Mj3(Z). Contradiction. Finalement, A n’est pas inversible dans M3(Z).

5) On suppose maintenant A inversible dans M,,(Z). Montrer que det A € {—1,1}.

Supposons A € GL,(Z). Alors
(det A)(det A") = det (AA") =det I,, = 1

Or, comme A, A" € M,(Z), par la question 2), on en déduit que det A et det A’
sont des entiers, dont le produit vaut 1. Ainsi, det A est inversible dans Z. Comme
le groupe des inversibles de Z est {—1, 1}, on en déduit que det A € {—1,1}.

11
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6) Réciproquement, on suppose que det A € {—1,1}. Montrer que A € GL,(Z).
Indication : on pourra utiliser la comatrice de A.
Soit A € M,(Z) telle que det A € {—1,1}. On sait alors que
1
—1 -

_ T
= St d (ComA)

1
Montrons que A™' € M, (Z). Tout d’abord, oA det A € {—1,1}. Ensuite, si
on note A; le mineur d’indice (i, ) de A, on a h

[ComA;; = (=1)"7Ay;

Or, Ajj est un déterminant constitué de coefficients de A, donc le déterminant d’une
matrice dans M,,_1(Z), en supposant ici n > 2, le cas n = 1 étant trivial. Par la
question 2), on en déduit que A;; € Z. Ainsi, ComA € M, (Z). Enfin, on peut
alors facilement vérifier que (ComA)" € M,,(Z). Done, A™' € M, (Z).

Finalement, AA™! = A7'A = I, avec A~! € M,,(Z). On en déduit que A est
inversible dans Z, donc A € GL,(Z).

o> 2 -1
7) Application : dans cette question on suppose que A = 3 a —1 | avec
-2 -1 1

« € Z. Déterminer les valeurs de o pour lesquelles A est inversible dans
M3(Z).Le calcul donne det A = o — a® — 2o + 1. Ainsi,

A€ GL3(7) <= o®—a*>—2a+1c{-1,1}

On traite chaque cas séparément.

[ ]
d—a?—2a4+1=1 <= a(@®*—a—-2)=0
— ala+1)(a—2)=0
— ae€{0,-1,2}
[ ]
B —a?—204+1=-1 = o*-a>-20+2=0

— (a—1)(a*-2)=0
— ac{l,V2,—V2}

— a=1 car o € Z

Finalement, det A € Z si et seulement si « € {—1,0,1,2}.
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