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Hypothese

Dans tout ce chapitre, / est un intervalle de R non vide et non réduit a un point.

1 Généralités

1.1 Définition

Lemme 8.1 (Barycentre de deux points)

Pour tous x,y € I, telsque x < y,

oyl ={ax+(1-a)y|aecl01]}

1
Par exemple, lorsque o = > le point ax+ (1—a)y = % est le milieu du segment [x, y].

Lorsque o tend vers 1, ax+ (1 — a)y tend vers x.
Lorsque o tend vers 0, ax+ (1 — a)y tend vers y.
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Convexité (fin du précédent)

Définition 8.2 (Fonction convexe)

Soit f : I — R une fonction. On dit que f est convexe sur / si
vryel Vael0,1]  f(ox+(1-a)y) <of(x)+(1-a)f(y)
ou encore, ce qui est équivalent,

Vx,yel VYa€lo,l] x<y = f(ax+(1—a)y) <af(x)+(l—a)f(y)

Il est clair que la premiére définition ci-dessus entraine la seconde. Montrons la réciproque. Posons P(x,y, &)

I’assertion suivante :
Pxya):  flox+(1—a)y) <af(x)+(1—a)f(y)

et supposons que P(x,y, &) est vraie lorsque x < yet0 < a < 1.
Tout d’abord, P(x,y, o) est trivialement vraie lorsque oo = 0, o = 1 ou x = y. Ainsi, P(x,y, @) est vraie lorsque
x <yet0 < a < 1.Supposons maintenant x > y. Alors, comme y < x, P(y,x, 1 — &) est vraie. Or,

P(yaxal_a) — P(xayva)

Ainsi, P(x,y, o) est vraie également dans le cas x > y. Ainsi les deux définitions données sont bien équivalentes.

Remarque (Interprétation graphique). Les points x,y étant fixés. Quand o parcourt [0, 1]...:

e le point uy := ax+ (1 — )y parcourt le segment qui relie x a y.

e tandis que le point o f(x) 4+ (1 — o) f () parcourt le segment qui relie f(x) a f(y).

Proposition 8.3 (Position par rapport aux cordes)

Soit f: I — R une fonction. f est convexe si et seulement si sa courbe Cy est en-dessous toute corde qui
relie deux de ses points.
Autrement dit, pour tous x,y € I tels que x < y, si on note d, , la fonction affine qui passe par les points

(x, f(x)) et (v, f()), alors
vt € [x,] f(t) <diy(t)
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Idée de la preuve. Pour tout ¢ € [0, 1], si on pose uy := ax+ (1 — a)y alors on peut montrer que

dyy(ue) = 00f (x) + (1 —a) f(y)

et donc f est convexe si et seulement si, pour tous x,y € [ et & € [0,1], on a f(ug) < dyy(ug). Or, quand &
parcourt [0, 1], uq parcourt [x,y], si bien que cela revient a avoir f(¢) < d, ,(t) pour tout? € [x,y]. O

Exemple 1. On prouve ces exemples par interprétation graphique pour le moment :

e Les fonctions x — |x| et x — x?, ainsi que x — ¢~ sont convexes.

2

e Lafonction x — —x~ n’est pas convexe.

Définition 8.4 (Fonction concave)

Soit f : I — R une fonction. On dit que f est concave si — f est convexe, c’est-a-dire

Vx,yel VYaecl0,1] floax+(l—a)y)>of(x)+(1—a)f(y)

En particulier, f est concave si et seulement si Cy est au-dessus de toutes ses cordes.
Exemple 2. On prouve ces exemples par interprétation graphique pour le moment :
e Les fonctions x — —x? et x — Inx sont concaves.

e Toute fonction affine est convexe et concave. En particulier, toute fonction constante est convexe et
concave.

e Lafonction x — x> n’est ni convexe, ni concave.

1.2 Inégalité de Jensen

Lemme 8.5 (Barycentre de n points)

n
Soit n € N*. Pour tous o, ..., o, € R, tels que Z a; = 1, et pour tous points xy,...,x, € [,ona
i=1

Za,x, [min(xq,...,x,), max(xi,...,x,)]

n
En particulier, Z o;x; € 1.
i=1

n
Démonstration. On pose m = min(xy,...,x,) et M = max(xy,...,x,). Montrons que m < Z oyx; < M. 1l est clair
i=1
que pour tout i € [1,n],
m<x;, <M donc om < ox; < oM

On somme la derniére inégalité pour i allantde 1 an:

n n
X om < ) o
i=1 i=1

m=

n n
Comme Z o; =1,onendéduitquem < ) ox; < M. O
i=1 i=1
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n
Le point Z o;x; est appelé le barycentre des points (x;)1<;<,, pondérés par les poids (A;);<i<y-
i=1

Proposition 8.6 (Inégalité de Jensen)

n
Soientn € N* et f : I — R une fonction. Si f est convexe, alors pour tous ¢, . .., @, € R tels que Z a=1,

i=1
et pour tous points xi, ..., x, € I, alors

f (i{ Olm) < iiaif(xi)

Cette inégalité est trés souvent utilisée en prenant o; = —.
n

Exemple 3. Avec les hypotheses de la Proposition ci-dessus, montrer que (x; +--- +x,)> < n(x] +--- +x2).

Remarque (Inégalité de Jensen concave). Lorsque f est concave, on a

f (i‘, Olixi> > i o f (x;)
i=1 i=1

Autrement dit, il suffit de changer le sens de 'inégalité. De méme, toutes les propriétés qu'on verra pour les
fonctions convexes ont leur équivalent pour les fonctions concaves en changeant le sens des inégalités.

1.3 Caractérisation par 'inégalité des pentes

Proposition 8.7 (Inégalité des pentes)

Soit f : I — R une fonction convexe. Alors pour tous x,y,z € |

fO) = f) _ f@)=f0) _ f2)=fB)
o z

y—x = Z—X -y

x<y<z—
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Démonstration.

O

Ce résultat admet une réciproque : si f : I — R vérifie I'inégalité des pentes alors f est convexe. Il est méme
suffisant de vérifier une seule des deux inégalités, par exemple

fO) = f() _ £(2)~f(x)
y—x - Z—X

Pour le prouver, on peut procéder comme pour la preuve du sens réciproque de la Proposition 8.9.

xX<y<z =

Proposition 8.8 (Croissance du taux d’accroissement)

Soit f : I — R une fonction convexe. Alors pour tout a € /, le taux d’accroissement de f en a est une
fonction croissante, cad I'application

T, : I\ {a} - R
s L0121

est croissante (sur 7\ {a}).

Démonstration. Soienta € I etx,y € I\ {a} tels que x < y. Montrons que 7,(x) < 7,(y). On distingue 3 cas:

e Six <y < a,alors par I'inégalité des pentes,

f@)~f) _ fla) = F0)

W) = SO < FE T = )
e Six < a <y, alors par 'inégalité des pentes,
fla)—fx) _ fy)—fla
oy LI S0 @)
a—x y—a
e Sia < x <y, alors par 'inégalité des pentes,
Jx)—fla) _ fy)—fla
o SO —@ S0 @)
xX—a y—a
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2 Convexité et dérivabilité

2.1 Caractérisation par la dérivée

Proposition 8.9 (Convexité et dérivée premiére)

Soit f : I — R une fonction dérivable. f est convexe si et seulement si ' est croissante.

Démonstration. On procede par double implication.
Sens direct : supposons que f soit convexe. Soient x,y,z € I tels que x < y < z. On va montrer que f’ (x) < f’(z).
Comme f est convexe, par I'inégalité des pentes,

fO) = f() _ f)— 1)
y—x o Z—X
) N o . . / f (Z — f (x)
Comme f est dérivable en x, on peut passer a la limite quand y tend vers x. On obtient f'(x) < . Or,

par I'inégalité des pentes, on a aussi

@) —fx) _ [ =f0)
z—x T z=y
N . f(z)—f(x) ' s gl / s
Et en passant a la limite quand y tend vers z, on obtient ————— < f'(z). Ainsi, f'(x) < f'(z). Par arbitraire
Z—X

sur x,z, on en déduit que f’ est croissante.
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| Corollaire 8.10 |

Soit f : I — R une fonction deux fois dérivable. f est convexe si et seulement si £ > 0.

Ceci permet de justifier facilement les Exemples 1 et 2.

2.2 Position par rapport a la tangente

Proposition 8.11

Soit f : I — R une fonction convexe et dérivable. Alors pour tout a € I, la courbe Cy est au-dessus de sa
tangenteena:

vxel  f(x) = f(a)(x—a)+f(a)

Démonstration. Soita € I. Comme f est convexe, le taux d’accroissement 7, est croissant sur / \ {a}. On distingue
deuxcas:

e Six < g, alors par le théoreme de la limite monotone,

fx) = fla) _ 7.(x) < lim 74(x) = f'(a)

X—a x—a~

et donc

f(x))C:Z:(a) < f'(a) En multipliant par x — a < 0, on obtient f(x) > f(a) + f'(a)(x — a).

e Six > a, alors par le théoréme de la limite monotone,

f(a) = lim 7,(x) < 1,(x) = M

x—at X—a

(x) = f(a)

et donc ! > f’(a) En multipliant par x —a > 0, on obtient f(x) > f(a) + f'(a)(x — a).
X—da

O
Remarque. En particulier, si a est un point critique de f, alors f(x) > f(a). Autrement dit, tout point critique
d’une fonction convexe est un minimum global.
Exemple 4. La fonction exp est convexe. Sa tangente en 0 a pour équation
y=e(x—0)+e’ =x+1

Ainsi, pour toutx € R,onae* > 1+x.

3 Adaptation pour les fonctions concaves

Soit f : I — R une fonction. On a vu la définition d'une fonction concave et 'inégalité de Jensen pour les fonctions
concaves. A cela, il faut rajouter les résultats suivants :

e Si f est concave, alors pour tout a € I son taux d’accroissement 7, est décroissant sur / \ {a}.
e Si f est concave, alors Cy est au-dessus de ses cordes.
e Si f est concave, alors Cy est en-dessous de ses tangentes (en les points ol f est dérivable).

Si f est dérivable, alors f est concave si et seulement si f’ est décroissante.

Si f est deux fois dérivable, alors f est concave si et seulement si f” < 0.
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4 Complément: sécante

Soient f : I — R une fonction convexe, a,b € [ avec a < b. On note A, B les points de coordonnées (a, f(a)) et
(b, f(b)). On a vu qu’alors le segment [AB] est appelé une corde de la courbe Cy. La droite (AB) est appelée une
sécante de Cy.

On a alors le résultat suivant :

e Surl'intervalle [a,b], la courbe C; est en-dessous de la sécante (AB). Il s’agit d'un résultat déja vu car, sur
[a,b], la sécante (AB) coincide avec la corde [AB].

e Sur|—co,a]U [b,+oo, la courbe Cy est au-dessus de la sécante (AB).

Bien entendu, ce résultat s’adapte aux fonctions concave : si f est concave, la courbe Cy est au-dessus de la
sécante (AB) sur [a, b], mais en-dessous de la sécante (AB) sur | —co,a| U [b, 4.
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