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La construction rigourseuse des nombres complexes nécessite un formalisme et un vocabulaire particuliers que nous
verrons a un chapitre ultérieur. Pour le moment, il faut admettre quelques propriétés.

1 Lensemble C,le nombre

1.1 Ensemble C

On admet 'existence d'un nombre, noté i, qui vérifie . Ce nombre i n'est pas dans R, car tout carré d'un réel est
positif.

On va construire un ensemble C, qui contient R et i, et sur lequel on peut définir des opérations (addition, soustraction,
multiplication, division...) qui “ressemblent” a celles des réels.
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Nombres complexes

Les éléments de C sont appelés nombres complexes ou parfois juste complexes. On les note en général z. Lensemble C est
donc appelé 'ensemble des nombres complexes.

Définition 3.1 |

On définit 'ensemble des nombres complexes, noté C, par I'ensemble

C={a+ib|(a,b) eR?}

Ainsi, tout nombre complexe z € C est déterminé de maniére unique par un couple (a,b) € R2.

Remarque. L'ensemble R des réels est un sous-ensemble de C :
R={a+0i |a e R}

On note aussi
iIR={0+ib|beR}

etsiz € iR, on dit que z est un imaginaire pur.

1.2 Forme algébrique d’'un complexe

Définition 3.2 |

Soitz=a+ib e C.
e Leréel a, noté Rez, est appelé la partie réelle de z.

e Leréel b, noté Imgz, est appelé la partie imaginaire de z.

Lécriture de z sous la forme z = a + i b est dite la forme algébrique de z.

A noter : Rez et Imz sont des réels. La derniére phrase de la définition 3.1 implique

Proposition 3.3

Deux nombres complexes 7 et 7 sont égaux si et seulement si ils ont les mémes parties réelles et imaginaires :

1=7 = (Rez = Re7 et Imz = Imz’ )

Proposition 3.4 (Caractérisation des réels et imaginaires purs par Re et Im)

Soitz € C.
e 7ER <= Imz=0
e 7ciR <= Rez=0

Ainsi tout réel peut étre vu comme un complexe dont la partie imaginaire est nulle :

1=14+0i €C 0=0+0i eC —n=-n+0i €C
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Nombres complexes

2 Opérations avec les complexes

2.1 Opérations +,—, X,/
Soientz =a-+ibet7 =d +ib’ deux complexes. On définit les opérations suivantes :
z+7Z =(a+ib)+(d +ib')
=(a+d)+i(b+b)
7—7 =(a+ib)—(d +ib)
=(a—d)+i(b-"b)
2 =(a+ib)(d +ib)
= (ad' —bb') +i(ab' +ba')
etsiz # 0, c'est-a-dire (d’,b") # (0,0),

z a+ib
— =———=... (onverraplus tard)
7 d+ib
Les opérations entre complexes sont assez naturelles : tout se passe comme si on calculait dans R avec la regle i 2=_1.0n

regroupe ensuite les parties réelles d'un coté et les parties imaginaires de I'autre. Les regles de calcul sont en tout point
similairesa R :
z+7d=7+z =7z
(7 +7) =7z +7"
Oxz=0 Ixz=z¢

Pour n € Z, on notera
n
Hz sin>1
k=1
71=141 sin=0etz#0

1
— sin<—letz#0
z

Pour 0°, la situation est la méme que dans R : on n’a pas le droit de I'écrire a priori.

Exemple.

1. Calculeri3,i4 5,i6.

2. Poura,b € R, calculer (a+ib)? et (a —ib)>.

, i

2.2 Formules de sommation

0

Comme dans les réels, si en développant une somme Z ...,ondoit écrire z~, on écrira 1 ala place. Les formules sommatoires

du chapitre précédent se généralisent a des nombreéAbomplexes :

e Soitn € Netx e C\{1}.

n 1— n+1
I ) JF (et
far 1—x

e Soitn e Neta,beC.
n—1
a"—b"=(a—Db) Z d'b"17%  (avecla convention 0° = 1)
k=0
e Soitn e Neta,b e C.

n

(a+b)" =Y (Z) db"*  (avecla convention 0° = 1)
k=0

La démonstration de ces résultats est identique au cas réel. Ce sera souvent (mais pas toujours) le cas avec les complexes.
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Nombres complexes

2.3 Aparté: interprétation géométrique
On appelle plan complexe le plan usuel avec un repére or-

thonormé (O, i, V).

A tout point M de coordonnées (x,y) dans (O, i, V), on asso-
cie le complexe z = x+iy. On dit que z est I'affixe de M.

Réciproquement M est appelé I'image de z dans le plan
complexe.

Y Q

=1
»

L
~

—
o

2.4 Conjugué

Définition 3.5 |

LT o WP

Soit z = a +ib un complexe. Le conjugué de z, noté 7, est le complexe

Z=a—1ib

Soit M un point du plan complexe d’affixe z dans le plan
complexe (O, i, V).

Un point M’ est le symétrique de M par rapport a 'axe (Oi)
si et seulement si M’ a pour affixe 7.

Un point N est le symétrique de M par rapport a ’origine O
si et seulement si N a pour affixe —z.

Un point N’ est le symétrique de M par rapport a I'axe (OV)
si et seulement si N’ a pour affixe —Z.

Proposition 3.6

.
M'(z)

Soient z,w € C. On a les relations suivantes :
I, 7=4
2.

3. z+w=zZ+wetzw =7w
4. Siw#0,

5. Pournc€Z,7:=7"

G. Peltier
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Nombres complexes

Démonstration. Par I'interprétation géométrique, excepté les propriétés avec une multiplication ou une division, o il faut
passer par la forme algébrique. O

Proposition 3.7 (Caractérisation des réels et imaginaires purs par le conjugué)

Soit z € C.
e 7eER <= z=7%
e 7€EIR <— z=—7

3 Module

3.1 Définition du module et de I'inverse

| Définition3.8 |

Soitz = a+ib € C. On appelle module de z, noté |z], le réel

g = vV + 52 >0

Cette notation est cohérente avec la valeur absolue : si z = a+0i € R, son module et sa valeur absolue coincident et
valent tous les deux vV a2.

Pour tout z = a+ib € C, on peut écrire une sorte d’identité remarquable :
Z=(a+ib)(a—ib) =a®>+b* =7

Siz # 0, alors |z # 0 et on peut écrire
z

=1
7|2
1

X

Cela permet de trouver facilement I'écriture algébrique de — :
Z

Proposition 3.9 (Inverse et division de nombres complexes)

Soienta,b € Retz =a+ib € C. Siz # 0, alors on définit
1 _Z a b
7 |22 a?+b? T a2+b?
. w 1
etsiwe C,alors — :=w x —.
z z
1 1+i1
Exemple. Mettre sous forme algébrique ——, il,, —.
241 1—i i
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Nombres complexes

Soit M un point du plan complexe d’affixe z dans le plan
complexe (0, i, V). b

On peut interpréter |z| comme étant la distance OM, notée
—
également || OM ). -

SiA(za) et B(zg) sont deux points du plan complexe, on défi- 2| = Va2 + 1
nit |'affixe du vecteur AB par le complexe zp — z4. Ce vecteur
aura pour longueur |zg — z4]. O

S|

—
On notera que OM a bien pour longueur |z — 0| = |z| = OM.

Exemple. Calculer le module des complexes i, —3,3 + 2i.

3.2 Propriétés du module

Proposition 3.10 (Propriétés du module)

Pour tous z,7 € C,
L |z|=0 <= z=0 4. |Rez| < |z et [Imz| < [7]
2. [ =lzl=1-4 5. |z2| = Iz] 2]

2]

= _ 2
3. Z= 6. Siz #0, 7]
Z

z
7
7. Identité remarquable : B
lz+2 |2 = |z> + |Z/|* + 2Re(z7))
8. Premiére inégalité triangulaire :
lz+2| < |z]+ 7|
De plus, |z+7| = |z] +|7| siet seulementsi =0oudA € R, z=A7.

9. Seconde inégalité triangulaire :
|lel = || < lz=Z/|

Démonstration. Les propriétés 1 a 6 se démontrent en passant par la forme algébrique (mais I'interprétation géométrique

aide a se souvenir de la plupart).
Montrons 7 :

lz4+7)? = (z+7)(z+7)

=(z+7)(z+7)
=P+ |7+ +7
=P+ 7P +Z +7
ol + [ 2+ 27
= |z + || + 2Re(z7)

Montrons 8. D’une part, par la propriété 7

+7P=z* +z e(zd
le+2|? = [z + [/ +2Re(z7))

et d’autre part
(I +121)* = |2 + 172 +2lz] |Z]

Or, par 4, on aRe(zZ/) < |Re(zZ)| < |22/| = || || Ainsi

0<|z+72 < (2] +17)°

et en passant a la racine carré, qui est une fonction croissante sur R, on en déduit 'inégalité voulue.
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Nombres complexes

Montrons maintenant le cas d’égalité. Si 7/ = 0, 'équivalence est évidente. On supposera donc 7’ # 0 dans la suite et on
montrera que
lz+7|=|z|+|7] <= IR, z=A7

On procede par double implication, en commencant par 'implication réciproque. Supposons qu’il existe A > 0 tel que
z=AZ.Alors
lz+Z|=|A+ 17| = A+ D) 7| =27 +|| = 12|+ 7] = || + |7

et on donc I'égalité voulue.
Montrons maintenant 'implication directe. Supposons que |z+Z'| = |z| + |Z/|. Alors

e+ = (el +11)*
A partir des expressions de ces deux termes vues plus haut, on en déduit
Re(zZ) = [2][Z/|
Ainsi Rew = |w| avec w = zZ'. On affirme qu’alors w € R.,.. En effet, si on pose a,b € R tels que w = a + ib, la relation

Rew = |w| se réécrit
a=+\a*+b?

D’une part, nécessairement a > 0. D’autre part, en passant au carré, on obtient at=a*+ b2, d'oub=0.Ainsi,w=a € R,.
En posant A = w > 0, on en déduit

JLeER, =21

—3JLeR, )P =47

A
:>E|A/€R+ Z:Wzl Carz/%o
Z

= A eR, z=A"7

On a donc démontré I'implication directe. Il y a donc équivalence. O

Soient A, B, C trois points du plan complexe. Si z est I'affixe
de AB et 2 celui de BC alors z+ 7' est affixe de AC.

Linégalité triangulaire |7+ 7’| < |z| + || porte bien son nom :
elle traduit que la distance AC est inférieure a AB + BC. Le
chemin le plus court de A a C est donc le segment [AC].

Il n’y a égalité que entre ces distances que si B est sur le

segment [AC] : cela signifie que les vecteurs Iﬁ et B?' ontla O
méme “direction” et donc z = A7 (ouz’ = 0 et alors B = ().

ATTENTION! NeJAMAIS écrire d’inégalités avec des complexes ! Siz € R, on peut écrire “z < ...” ou“z > ...”. Ce n'est
plus le cas si z € C\ R. Par exemple on ne doit pas écrire 4i>27. De méme, le signe d'un complexe n’a aucun sens.
Comme le module est un réel, toutes les inégalités qu’on a écrites plus haut ont un sens. Si vous écrivez z > 0, on comprend
que z est un réel positif.

Proposition 3.11 (Caractérisation des réels et imaginaires pur par le module)

Soitz € C.
e zeR, < z=]7
e 7ER < z=—[¢
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Nombres complexes

o zE€iR < z=i|zlouz=—ilz|

Proposition 3.12 (Cercle et disque)

Soit A un point du plan complexe d’affixe a € C, et r > 0. Lensemble
Cla,r):={z€C||z—a|=r}

correspond au cercle de centre A et de rayon r. Lensemble

D(a,r):={z€C||z—a| <r}

correspond au disque de centre A et de rayon r.

4 Forme trigonométrique

4.1 Nombres complexes de module 1

| Définition 3.13 |

On appelle cercle unité ou cercle trigonométrique 'ensemble

U:=C(0,1)={z€C||z] =1}

Pour tout point M du cercle unité, il existe un réel 6 corres-

—
pondant a la mesure orientée de 'angle (Oj7 OM): M = (cos 0, sin6)
sin 6
cos O = abscisse de M —1<cos8<1
sin® = ordonnée de M —1<sinf <1 1)

Plut6t que d’exprimer I'angle 6 en degrés, en prépa on utilise
les radians. La valeur 6 correspond alors a la longueur (avec
un signe) de I'arc de cercle AM.

Comme le cercle unité est de rayon R = 1, sa circonférence
totale vaut 2R = 27. Cela revient a poser 27 rad = 360°, ou
encore 7 rad = 180°.

NN
+/

Sur la figure de droite, on indique en bleu la position du

- ] 0, 2m point M pour différentes valeurs de 6. Le point M étant fixé,
' le réel 6 n'est pas unique :
0’ =cos6
-1 keZ O =0+2km = 0 %
3mow sin@" =sin0
PRr]

Souvent, on impose comme condition que 6 €] — 7, 7] pour avoir unicité de cet angle.
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Nombres complexes

—
Orientation des angles. ATTENTION, les angles sont orientés : avec la convention 6 €] — 7, 7], sur la figure, @i, OM) =
0 > 0 car on tourne dans le sens inverse des aiguilles d'une montre.

—
Si M’ est le symétrique de M par rapport a (OA), alors @i, OM') = —6 < 0 car on tourne dans le sens des aiguilles d'une
montre.

Par ce qui précede, on a obtenu la propriété suivante :

Proposition 3.14

Soit z € U d’écriture algébrique z = x4 iy. Il existe 6 € R tel que

x=cosf
y=sin6

Le réel 6 est unique modulo 27, ou unique si 'on impose 6 €] — &, 7].

Le triangle rectangle formé par le point M (voir premiére figure) a une hypoténuse de longueur 1 et des cotés de longueur
|cos 6| et |sin 6|. Ainsi par le théoréme de Pythagore, 17 = |cos 8|* + | sin 6/, cad

cos? 0 +sin’6 =1

Il'y a bien d’autres formules a savoir en trigonométrie. On renvoie au formulaire de Trigonométrie distribué (et disponible
en ligne).

4.2 Lexponentielle ¢/

Définition 3.15 (Notation exponentielle)

Soit 8 € R. On introduit la notation

0

e’ :=cos@+isin0O

Proposition 3.16 (Relation fondamentale)

Pour tous 0,0’ € R,

. ’ -0 ol
ez(6+9) — ezGetG

Démonstration. En passant a la partie réelle dans cette relation, on trouve

cos (0 +6') =Re[(cos 0 +isin@) (cos8'+isin6’)]
=cosBcosB’ —sinHsin 6’

qui est vraie (voir formule de trigonométrie ). De méme en passant a la partie imaginaire, on trouve
sin(@+86') =--- =sin@cos O’ +cos Hsin O’

qui est vraie également. Ainsi ces deux nombres complexes ont les mémes parties réelles et imaginaires et sont donc
égaux. O

1. Sion est rigoureux, il faudrait démontrer ces propriétés de trigonométrie avant de pouvoir les utiliser. Il n’est pas essentiel de savoir le démontrer et
on ne les démontrera pas. Si on vous le demande en exercice, on vous guidera.
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Proposition 3.17 (Propriétés de 'exponentielle complexe)

Pour tous 0,0’ € R,
1. €™ = 1 pour tout k € Z.

2. |¢'®| = 1 donc en particulier e/® # 0.

7y 1 _5
3. e’e = 1_9 =e i6
e

i0
i(6-0") _ ¢
4. ¢ =

Proposition 3.18 (Formules d’Euler et de Moivre)

e (Formules d’Euler) Pour tout 8 € R
¢l® 4o if ol _ =i
cosg = —— sing = ———
2 2i

e (Formule de Moivre) Pourtous 0 € Retn € Z

L\ .
(et9> _ emB

4.3 Application ala trigonométrie

Méthode (Linéarisation) |

Pourn € Net 6 € R, on veut transformer cos” 6 ou sin” 6 en somme de cos(k0) et/ou sin(k6) avec k € N.

0, —io\"
. e’ +e . L
e Par les formules d’Euler, on exprime cos” 6 = (T) ,idem si c’est sin’* .
e On développe avec la formule du bin6me de Newton

ik6 —ike)’

e Onregroupe les exponentielles conjuguées (e¢'*” avec e en appliquant Euler dans I'autre sens.

Exemple. Pour 6 € R, linéariser cos’ 6.

Méthode (Délinéarisation) |

Pour n € Netr € R, on veut transformer cos(nt) ou sin(nt) en somme puissance de cos*z et/ou sin‘z avec k € N
e On utilise la formule de Moivre : cos(nt) = Re (¢'™) = Re ((cos? +i sint)"), idem si c’est sin(nr).
e On développe (cost +i sint)" avec la formule du bindme de Newton
e On identifie la partie réelle (si on veut cos(nr)) ou la partie imaginaire (si on veut sin(nt)).

e On transforme éventuellement les sin et cos avec cos® 7 + sin’t = 1.

Exemple. Pourt € R, exprimer cos(4¢) en fonction de cost.

Méthode (Angle moitié)

Soit a, b deux réels. On veut factoriser ¢'* + ¢'®.

G. Peltier
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n n
Exemple. Pourn € N, calculer C = ) cos(kr) et S =) sin(ke).
k=0 k=0

4.4 Argument, forme trigonométrique

Définition 3.19 (Forme trigonométrique)

Soit z € C tel que z # 0. Alors ﬁ est de module 1. Dong, il existe 8 € R tel que
%
L _,if
2l

Ceréel 0 est appelé UN argument de z, noté argz. L'écriture
z=rel® =r(cos@+isin@) r=|z/>0,0€cR

est appelée forme trigonométrique ou forme exponentielle de z.

__)
Si A est un point d’affixe z # 0, 'angle orienté (i, OA) est un

argument de z.

Mais ce n'est pas le seul argument : arg(z) + 2k est aussi un
argument de z, pour tout k € Z. |Z |

Ainsi, la forme trigonométrique n'a pas une écriture unique:
siz = re'% alors nécessairement r = |z| > 0 mais 6 n'est défini
que modulo 27.

<y

Si on impose la condition 6 €] — &, 7] ou 8 € [0,27], alors
I'écriture devient unique.

]

Attention au fait que la forme trigonométrique n’est pas définie pour z = 0.

Exemple.
e argl =0 [27]

o argi = g [27]
N T
o arg(—i) = > [27]

Exemple. Mettre sous forme trigonométrique z = —1+ iV3.

G. Peltier
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Proposition 3.20 (Calculs avec arg)

Soient z,7’ € C. Alors
o argz=0[27] <= z€R} e argz = —argz 27
e argz=0[n] < z€R" o arg(zZ) = argz+arg? [27]

z
P . e arg = =argz—argZ? [27]
oarngE[ﬂTH:)zelR z

e arg(7") = nargz [27] pour toutn € Z

Démonstration. En utilisant les propriétés de e’ 9, O

Proposition 3.21 (Egalité sous forme trigo)

Soient re'® et Re'? deux complexes non nuls sous forme trigonométrique.

r=R

O — Re'? —
JkeZ 6=¢+2kn

Proposition 3.22 (Calculs sous forme trigo)

Soientz = re'® etz = r'¢'® deux complexes (non nuls) sous forme trigonométrique. Alors
1. 27 = (rr')e (019 3. 2 I,ie-0)
/ r/
1 1 —io ¢ inb
2. Z = ;e 4. Pourtoutn € Z,7" = r"e'"

De maniére générale, la forme trigonométrique marche bien avec les calculs de produits, divisions et puissances. Par contre
elle est trés mauvaise pour les additions et soustractions : mieux vaut passer par la forme algébrique.

Méthode (Transfomer acos(t) + bsin(t) en A cos(t — ¢))

. Ecrireacost+bsint:\/a2+b2< %c ost + *smt>.

e Déterminer ¢ tel que cos ¢ = —2 etsing =

2+b Va2 +b2'
e Factoriser la parenthése en cos(t — @), et ainsi A = /a2 + b2.

Exemple. Mettre cost + sint sous la forme A cos(t — ).

Remarque. C’est assez utile en physique et en SI: A est’amplitude et ¢ est la phase.
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5 Résolution d’équations dans C

5.1 Racine carrée d'un nombre complexe

| Définition 3.23 |

Soitz € C. @ € C est une racine carrée de z si z = ©°.

Théoréme 3.24 |

Soit z € C. Si z # 0, alors z admet exactement deux racines carrées. Si ® est une racine carrée, 'autre est —@.
z =0 aune unique racine carrée : ® = 0.

Démonstration. La preuve est basée sur la méthode ci-dessous. O

Méthode (Calcul d’une racine carrée)

Soit z € C*. On cherche o tel que z = ®°

e Sous forme algébrique : on raisonne par implication en posant @ = a + i b, en résolvant

Rez = Re(w?) = a® — b*
2| = |o|* = a® + b*

ce qui détermine a?,b%. Ensuite :

- Ily a alors deux valeurs possibles : a = +ag et b = +bg avec ag, by € R. Cela fait quatre couples (a,b)
possibles en tout :

(a0,bo), (ap,—bo), (—ao,bo), (—ao,—bo)

Il'y a deux “bons” couples qui donnent une racine carrée et deux “intrus” (saufsi ag = 0 ou byp = 0 : dans
ce cas, il n'y a que deux couples, tous les deux bons).

— On choisit une valeur pour a, par exemple a = +ag, et on détermine si b = +bg ou si b = —b en utilisant
le fait que Imz = Im (wz) =2ab = 2agpb.

— Si w = a+ib est une racine carrée de z, 'autre est —w = —a — ib.

e Sous forme trigonométrique z = re'? : les racines sont simplement

Jred  — et = red (57

On comprend donc aisément I'intérét de mettre z sous la forme trigonométrique pour trouver une racine carrée de z.

. . . i T .
Exemple. Déterminer les racines carrées dans C de z = 3¢'5 etdez = 8 — 6i.

5.2 Equations du second degré a coefficients complexes
On considere I’équation
(E): az*+bz+c=0
ol
e ac C"eth,c € Csontles coefficients de I'équation (E).
e z € Cestl'inconnue a déterminer.

Pour tout z € C, on pose P(z) = az® + bz + ¢ le trindme du second degré associé a (E). On cherche donc les racines
complexes de P.
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Théoréeme 3.25

On considere I’équation (E) et on introduit la quantité

A=b>—4ac
appelée discriminant du trinébme P.
e SiA#0, (E) adeux solutions distinctes
_ —b+6 ot _ —b-4
a= 2a 2= 2a

ol 8 est une racine carrée de A ('autre étant —9).

e SiA=0, (E) aune unique solution zy = ~35"
a

Remarque. Dans le cas A # 0, on a la factorisation du trindme :
VzeC P(z)=alz—21)(z—22).

Dans le cas A = 0, on a la factorisation
VzeC P(z) =a(z—z0)*

i=0.

N W

5
Exemple. Résoudre z° + (2+i)z — 7 +

Proposition 3.26 (Somme et produit des racines)

1. On note z; et 7, les deux solutions de (E), éventuellement confondues dans le cas A = 0. Alors

b c
Z1+t2=—— et ZzZ122=—.
a a

2. Soient S, P € C. Les solutions complexes du systeme
n+z2==~§
z2z2="P

sont exactement les solutions de I'équation 2 —8z+P=0.

Proposition 3.27 (Factorisation et racine)

Soit P un polynome a coefficients complexes de degré n > 1. Si P admet a pour racine, cad si P(a) = 0, alors il existe
un polynéme Q de degré n — 1 tel que
P(z) = (z—a)Q(2)

Pour trouver Q, on peut procéder par identification

Exemple. Résoudre > 4272 +2z+ 1 =0.
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5.3 Racines n-ieme

Définition 3.28 |

Soita € C etn € N*. On appelle racine n-iéme de a tout nombre complexe z tel que

Z =a

Définition 3.29 |

Soit n € N*. Un nombre complexe ® vérifiant @" = 1 est appelé racine n-ieme de I'unité. On note

U,={oecC|a"=1}

I’ensemble des racines n-iémes de I'unité.

Proposition 3.30 (Détermination de U,,)

Soitn € N*. Alors

U, = {e%’]fr ke [[O,n—l]]}

Les complexes @y = e¢ » sont les racines n-ieéme de I'unité.

1 est toujours une racine n-ieme de I'unité. On a vu que i 4 — 1 donc i est une racine 4-ieme de I'unité. C’est aussi une racine

8-iéme de I'unité puisque i® = i*i* = 1.

Exemple. Résoudre z°® = 1.

Théoréme 3.31 (Calcul d’une racine n-iéme) |

Soit a € C*. Léquation 7" = a d’inconnue z € C admet exactement n solutions distinctes, appelées racines n-iémes
dea.

Sia=re'?

avecr > 0et 0 € R, alors

I=a=re? — (EIkE[[O,n—l]] ZZr%ei(%#an) :r%ei%wk)

Remarque. En particulier, on notera que
V2,7 €C  '=(d) < (Zke[0n—1] z=70x)

Exemple. Résoudre z° = 27i.

5.4 Exponentielle complexe

Définition 3.32 |

Soit z € C. Le complexe exponentielle de z, noté e* ou exp(z) est défini par

& = eRezetImz

Rez

La forme trigonométrique ¢* est donnée par |e°| = " et arg(e®) = Imz.

G. Peltier 15/18



Nombres complexes

Proposition 3.33 (Propriétés d’exponentielle complexe)

Pour tous z,7 € C,

1. &£eC*
_ 1
2. e t=—.
eZ
3. :
/ / L e
Y =t et ¢ ==
eZ
4,

¢ =¢ < (Rez=Re{ et Imz=Im7 [27))
< (Fk€Z z—7 =ix2kn)

Exemple. Résoudre &* =+/3+i.

6 Géométrie
On se place dans un plan complexe.

6.1 Alignement, orthogonalité de vecteurs

Proposition 3.34

Soient i et v deux vecteurs d’affixes respectives u,v € C*.

(4,V) = arg (,,X,) = argv —argu [27]

En particulier, siA, B,C, D sont quatre points distincts du plan d’affixes a, b, ¢, d, alors

Démonstration. 1l suffit de faire un dessin. Pour le cas particulier, prendre ii = ﬁ d’affixeb—aetv= @ d’affixe d — ¢ (ces

deux affixes sont non nulles car A, B,C, D sont supposés distincts). O
Proposition 3.35
Soient A, B, C trois points distincts du plan d’affixes a, b, c.
A,B,C sont alignés <= (ﬁ,A—é) =arg (Z_ a) =0[n]
—a
— %R
b—a
— T
(AB) et (AC) sont perpendiculaires en A <> (E,R) =arg (Z _Z) =3 (7]
= %R
b—a
16/18
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. . P . c—a
Remarque. Dans un exercice de géométrie complexe, un calcul du quotient du type b

est souvent le coeur du probléme.

Exemple. SoientA,B,C des points d’affixes respectivesa = —1+1i, b = 2i et c = 2 —2i. Donner la nature du triangle ABC.

6.2 Transformations du plan

Une transformation du plan complexe est une bijection f : C — C. Nous définirons dans un chapitre ultérieur ce qu’est
une bijection. Pour fixer les idées, le fait que f soit une bijection signifie qu'on peut “inverser” f : on peut construire une
fonction notée f “1.C > Ctelle que pour tout z € C, (f ~1o f)(z) = z. Autrement dit, on peut toujours revenir au point de
départ.

Translations

Proposition 3.36 (Translations)

Soit 7 un vecteur du plan d’affixe a. Alors, la translation de vecteur 7 est la transformation
T:Zz—Z+a
Son inverse est la translation de vecteur —i, d’affixe —a :

-1

T = zZ—a

Homothétie

Proposition 3.37 (Homothéties)

Soit k € R*. Alors, 'homothétie de centre O et de rapport k est la transformation

1
h:z—kz h_l:z»—>zz

Si O’ est un point d’affixe @ € C. Alors, I’homothétie de centre O’ et de rapport k est la transformation

he:z2—7 =k(z—0)+o

Pour hy. Sion note M(z) et M'(7') I'image de M par h,, alors on remarque que
7 —w=k(z— )
N . / ! / . 2 .z PR /
c’est-a-dire O'M’ = kO'M : on a effectivement réalisé une homothétie de centre O et de rapport k. O

Rotations

Proposition 3.38 (Rotations)

Soit 6 € R. Alors, la rotation de centre O et d’angle orienté 0 est la transformation

0 =il

p:z'—>elz p i0

z—e 7z
Si O’ un point d’affixe @ € C. Alors, la rotation de centre O’ et d’angle orienté 6 est la transformation

Po:z2—7 =e?z—0)+o
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Similitudes directes

Définition 3.39 |

On dit que s : C — C est une similitude directe s'il existe (a,b) € C* x C tel que s(z) = az+b.

Remarque.

e Sia =1, s estla translation de vecteur i d’affixe b.

e Sia # 1, s admet un point fixe @ égal a 1 .
—a

s est alors la composée de 'homothétie /4, de centre et de rapport |a| et de la rotation p,, de centre ® et d’angle 6

tel que arga = 0 [2x]. Lordre de composition importe peu : exceptionnellement ici, 2y © Py = P © -

Symétrie axiale d’axe réel

Proposition 3.40 |

La symétrie axiale selon I'axe des abscisses (ou axe réel) est 'application z — Z.

On notera que ce n'est pas une similitude directe. Il s’agit en fait d'une similitude indirecte, car elle transforme un angle 8
en —0. Mais cela n’est pas au programme.
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