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Chapitre 12.A
Polynomes (Partie A)
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Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

1 L’ensemble K[X]

1.1 Définition

Définition 1 !

On dit qu’'une suite (ax)ken € K" est presque nulle si elle est nulle & partir d'un certain rang,
c’est-a-dire :

dko € N VEk € [[k‘o,+oo[[ ar = 0.

Cela équivaut a dire que (ay) a un nombre fini de termes non nuls.

Exemple 1 :

1

e La suite de terme général up = ——
& Pkt

. "y . RT
e La suite de terme général vi = sin o>

1
. si k<10

e Soit n € N. La suite de terme général wy = wy, = k
0 si k> 10
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Définition 2 |

e Un polyndéme a une indéterminée a coefficients dans K est une suite (ax)ren presque nulle a
valeurs dans K. Si P est un tel polyndme, on utilise la notation :

+o0
P=>" arX® =ag+ a1 X +aps X%+ - (“convention” X" = 1)
k=0

Comme aj = 0 a partir d’un certain rang, cette somme n’a qu’'un nombre fini de termes non nuls et
donc a toujours un sens.

e X est appelée ’indéterminée du polynome.

® ap,ai,--- sont appelés les coefficients du polynome.

e L’ensemble de ces polynomes est noté K[X].

e Deux polynoémes P et ) sont dits égaux et on note P = Q, si leurs coefficients sont égaux deux a
deux. Il s’agit d’une relation d’équivalence sur K[X].

On emploie parfois la notation P(X) au lieu de P.

Exemple 2 :

e X2+ X+1, —X+m 2X74+ X, 1et0sont tous des polynomes.

e X'? et 14+ X+ X%+ - ne sont pas des polyndmes.

e P =0 est appelé polynéme nul. Il correspond au casou 0 =ag =a; =---.

e Lorsque ag =ags =--- =0, on a P = ag. On dit alors que P est un polyndéme constant.

1.2 Somme de polyndmes et multiplication par un scalaire

| Définition 3 |

Soit A € K et
—+00 —+00
P=>Y a X" Q=> bX*
k=0 k=0
deux polynoémes. On pose
+00 T
P+Q =) (a+bp)X" AP =" (Aap) X"
k=0 k=0

Remarques :

e P+(Q et AP sont bien des polynémes : puisque (ax) et (by) sont presque nulles, alors les suites (ax + bk ) ken
et (Aag)ren sont également presque nulles. On en déduit que + est une l.c.i. sur K[X].

e Les définitions de P + @ et AP sont cohérentes avec la linéarité de la somme : si X était vu comme un
élément de K, on aurait bien

A Z aka + /JZ kak = Z()\ak + ubk)Xk.
k=0 k=0 k=0

e Toutefois, X ne correspond pas, a proprement parler, & un élément quelconque de K. On introduit ce
X comme une notation pratique pour les calculs. On aurait d’ailleurs pu s’en passer et considérer les
polynoémes uniquement comme des suites presque nulles : la somme des “polynémes” (ay) et (by) serait
alors définie comme étant (aj + by).

Propriété 1

L’ensemble (K[X],+) est un groupe abélien. Son élément neutre est le polynéme nul.

Cela découle directement du fait que (KN ,+) est un groupe abélien.
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1.3 Degré d’un polynéme

Définition 4 !
Soit P un polynome de coefficients (ay), tel que P # 0. On note n = max {k € N | a;, # 0}, de telle sorte
que

n
P = Zaka avec a, # 0.
k=0

e n est appelé degré de P, et noté deg P ou deg(P).
e a, est appelé coefficient dominant de P.

e a, X" est appelé terme dominant de P.
Pour le polynéme nul, on pose par convention deg(0) = —oo. Pour tout n € N, on note
K, [X] :={P € K[X] | deg P < n}

I’ensemble des polynoémes de degré au plus n.

Exemple 3 :
e Ledegréde P=qap+ a1 X + asX? est ...
o Ky[X] est Pensemble des polynémes constants (y compris le polynéme nul) ; il peut étre identifié a K.

o Ki[X]={aX +b|(a,b) € Kz} est ’ensemble des polynémes constants ou de degré 1.

| Définition 5 !
Soit P € K[X]. On dit que P est unitaire si P # 0 et son coefficient dominant est égal a 1.

Exemple 4 :
o X?4+2Xx%-3
o —X?
o1

Définition 6 !

Un mondme est un polynéme possédant exactement un coefficient non nul.

Exemple 5 : X3, —2X et —3 sont des monomes, tandis que X2 + 1 et 0 n’en sont pas.

Propriété 2 : degré de la somme

Soit P, @ € K[X] et A € K.

deg P si A e K*

—00 siA=0

deg(AP) = {

deg(P + Q) < max(deg P, deg Q)
deg(P + @) = max(deg P, deg Q) lorsque deg P deg Q
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Démonstration

Remarque : Somme de polynémes de méme degré. Si deg P = deg ) = p, alors en notant (ay) et (by)
les coefficients respectifs de P et @), on a
P:apo—i—ap_lXp_l + -4 ag avec ...
Q:prp+bp_1Xp71+-'~+b0 avec ...
Dans ce cas :
e Sib, # —ay, alors deg(P + Q) = p.
e Sib, = —ay, alors deg(P + Q) < p.
Par exemple, avec P =X+ X, Q=-X>4+X e R=X>-X:

Propriété 3

P est constant ssi P=XeK ssi PeKyX] ssi deg(P) <
P est constant non nul ssi P =XAe K" ssi P eKo[X]\{0} ssi deg(P)=

1.4 Produit de polynémes

| Définition 7 |

P q
Soit P = Z ap X" et Q = Z b X* des polynomes a coefficients dans K.

k=0 k=0
ptq
Le produit de P et @ est le polynéme P x QQ = PQ := Z cn X", avec pour tout n € N :
n=0

n
Cp = Z agby_ =
k=0
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Remarque : Pour tout entier n > p+ ¢, on a

n p n
Cp = Z agby_ = Z agbn_k + Z agbp—k-
k=0 k=0 k=p+1

Or, pour tout entier k > p+ 1, ap = , et pour tout k € [0,p], n — k > donc b,,_;, = , donc
Cn =

Cela justifie que la suite (¢, ) est presque nulle, et que la somme s’arréte a 'indice n = p + ¢ dans Pécriture
de P x @. On en déduit ainsi que x est une l.c.i. sur K[X].

Produit avec un polynéme constant : Soit A € K, P = AX" et Q € K[X]. Alors :

p+q
PxQ:chX” avec ¢, =

n=0
Ainsi (A X 0) X Q = AQ : le produit de polynémes AX" x Q coincide avec le produit AQ introduit dans la
définition 3. En particulier, 1X° x P = P : le polynéme constant 1 est ainsi élément neutre de la loi x.
Produit de deux monémes : Si P = q,X” et Q = b, X7 sont deux mondmes, alors P(Q aussi et
PQ = apb, XPT1,

ptq

En effet, PQ = Z cn X" avec, pour tout n € N :

n=0
Cp =

Ainsi (a,XP)(byX?) = ayby XPH.

Compatibilité du produit avec la notation Z : La définition du produit est également compatible
avec le produit de deux sommes (cf chapitre 2) :

PQ = (Zi:o aiXi) (jzi%)bjxj) = zp:zq:aibjxiﬂ' = If ( > aiijH'j) = ]f ( > al-bj> X"

i=0 j=0 n=0 \i+j=n n=0 \i+j=n

Cn

Propriété 4 : Bilinéarité du produit

Pour tous P,Q € K[X], pour tout A € K,

AP x Q) = (AP) x Q = P x (AQ)

Propriété 5

(K[X], +,x) est un anneau commutatif.

La démonstration est laissée en exercice. Il reste a démontrer ...

Propriété 6 : degré d’un produit
Pour tous P, @ € K[X], on a deg(PQ) = deg P + deg Q.

Si P ou @ est nul, PQ = 0 donc I'égalité reste vraie avec la convention —oo + n = —oo pour tout
n € NU{—oo}.
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Démonstration

P q

Notons (p,q) = (deg P, deg Q) ainsi que P = Z ar X et Q = Z b X*. Nécessairement ap # 0 et by # 0.
k=0 k=0

Ainsi :

e a, # 0 et pour tout entier k£ > p, a; = 0.
e b, # 0 et pour tout entier k > ¢, by, = 0.

Remarque : La démonstration montre également que le coefficient dominant de P@ est le produit des
coefficients dominants de P et de Q.

Corollaire 7 !

e Pour tous polynémes P,Q € K[X], PQ =0 = (P =0 ou Q = 0). Autrement dit, (K[X], + ,x)
est un anneau integre.

e Pour tout polyndéme P € K[X], il existe @ € K[X] tel que PQ =1 si et seulement si P est constant
et non nul (c’est-a-dire P € K*).

Conséquence : Pour tous polynémes A, B,C € K[X] avec A non nul, AB=AC < B=C.
En effet,

AB=AC & AB-AC=0 & AB-C)=0 < A=0o0uB-C=0.

Par ailleurs, le second point équivaut a dire qu’un polyndéme est inversible si et seulement s’il est de degré
zéro. On ne peut donc pas définir la division de deux polyndémes comme une “multiplication par 'inverse.”
On aura recours a la place a une division euclidienne, comme dans Z (voir partie 3).
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1.5 Puissances d’un polynéme

Définition 8 |
Soit P € K[X]. On définit de maniere récursive P" en posant :
o PO=1,

e pour tout entier naturel n, P"t! = P" x P.

Remarque : Le polynéme X" correspond bien a la puissance n-iéme du polynéme X : la notation est
cohérente.

Attention, la notation P~! n’a de sens que $i P est ....cocoovevevieiereiirereeennnn, ! S’en servir est donc risqué...

Propriété 8

Pour tout P € K[X] non nul, pour tout n € N, deg(P") = ndeg(P).

-0 sin>1

Si P est nul, I’égalité reste vraie avec la convention n x (—oc0) = {0 ] 0
sin=

La preuve résulte d’une récurrence immédiate en utilisant la propriété 6.

Exemple 6 : Soit n € N. Déterminer le degré de P = (X2 +1)" — (X +1)™.

Les propriétés sur les sommes et puissances de nombres complexes restent valables pour les polynomes,
notamment les identités remarquables et le fait que pour tous n,m € N, P" x P™ = pnt™,

Propriété 9 : Calcul dans un anneau, version polynéme

Pour tous P, @ € K[X], pour tout n € N,

(P+Q)" = an (Z) pronk,

k=0

et si n € N,

n—1
pP"— Qn _ (P _ Q) Z Panflfk'
k=0

1.6 Composition de polynémes

| Définition 9 |

P q
Soit P = Z arXF et Q = Z b X* des polynomes. On définit le polynéme composé P o Q) par
k=0 k=0

p 4 q . k
PoQ:=> aQ"=> a (ijXj> :
k=0

k=0 §=0

Exemple 7 : Soit P=X?+1, Q=2X—-2, R=3.Calculer PoQ,QoP,PoRetQoR.
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On constate que

Propriété 10

La composition de polynémes est associative : pour tous polynémes P, Q et R, (PoQ)oR = Po(QoR).

Remarques :

e [l n’existe pas de formule simple pour les coefficients de la composée de deux polynomes. En regle générale,
il n’y a pas d’autre méthode que faire le calcul “a la main” pour déterminer un polynéme composé.

e La composée P o ) peut s’écrire P(Q). On utilisera cette notation avec précaution (ce n’est pas un

n
produit!). Cela donne en particulier, pour tout polynéme P = Z apX k, pour tout a € K :
k=0

P(X) =

P(X —a)=

Avant d’aborder la suite, on rappelle la propriété suivante (cf propriété 2) : si P € K[X] et A € K, alors

deg(0) = —oc0 siA=0

deg(AP) = {deg(P) siA#0

En particulier, on a toujours deg(AP) < deg P.

Propriété 11 : degré de PoQ
Soit P,Q € K[X].

1. Si @ est non constant, alors deg(P o Q) = deg P x deg Q.

2. Si @ est constant deg(P o Q) < 0 (en particulier P o Q est constant).

PoQ Q
0 AeK* deg@ >1
0 0 0 0
Pl XeK* A A A
degP >1 | deg(Po@) <0 | deg(PoQ)<0| deg(PoQ)=degP xdegQ

Commentons un peu ce tableau.
e Si P est constant, alors P o ) = P : cela correspond aux deux premieres lignes.
e La premieére assertion de la propriété se vérifie sur la colonne de droite.

e Lorsque deg P > 1 et que @ est constant, on peut seulement dire que P o () est constant. Tous les cas
sont possibles, par exemple :

{P:Xl {P:X+1

0=1 = PoQ=0 Q=0 = PoQ@=1

1.7 Lien avec les fonctions polynomiales

| Définition 10 |

n
Soit P = Z ar X" un polynome A coefficients dans K.
k=0
La fonction polynomiale associée a P est la fonction P : K —» K

n
T Zakxk.
k=0
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Les opérations +, A-, X et o vues précédemment sont “compatibles” avec les opérations +, A-, X et o entre
fonctions qu’on a vu au chapitre de fonctions usuelles. Cela signifie que pour tous polynémes P,) et pour
tout A € K, on a :

e La fonction polynomiale associée a P 4 @ est m =P+ @
e \P = \P.

e La fonction polynomiale associée a P x () est m =P x é

e La fonction polynomiale associée a P o () est la composée Po Q) = Po Q.

Remarque : Malgré le lien fort entre les polynoémes et les fonctions polynomiales, il faut distinguer les deux.
Pour cela, il est d’usage d’écrire X pour I'indéterminée d’un polynéme et x pour la variable d’une fonction
polynomiale.

On verra a la partie 2.2 que 'application P — P est bijective de K[X] sur ’ensemble des fonctions
polynomiales (la surjectivité découle de la définition ci-dessus). Cela montrera que la connaissance d’une
fonction polynomiale détermine de maniére unique le polyndéme auquel elle est associée.

Définition 11 !

n
Soit P =Y a, X" € K[X] et a €K
k=0

n
L’évaluation de P en « est le nombre P(«a) = Z apa®, aussi noté P(a).
k=0

Propriété 12

n
Soit P = Z ar X" un polynome A coefficients dans K.
k=0
e P(0) est égal au premier coefficient de P : P(0) = ap.

e P(1) est la somme des coefficients de P : P(1) = Z ag.
k=0

2 Dérivation formelle dans K[X]

2.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 12 !

n
Soit P = Z arX"* € K[X]. Le polynéme dérivé (ou dérivée formelle) de P est le polyndme

k=0
n n—1
P'=>3 kapXF =Y (k+ Daga X"
k=1 k=0

Remarque : Si K = R, la fonction polyomiale P est dérivable, et il y a “compatibilité” entre ces notions :
P’ = P’. Mais la dérivée formelle reste définie si K = C, alors qu’on ne sait pas dériver une fonction définie
sur C : c’est notamment pour cela que I'on parle de dérivée formelle.
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Propriété 13
Soit P, @ € K[X].
1. Degré du polynéme dérivé :

e Si deg(P) > 1, alors deg(P’) = deg(P) — 1.

e P/ =0 si et seulement si P est constant.

2. Opérations et dérivation formelle :
e Linéarité de la dérivation : pour tous A\, u € K, (AP + uQ) = AP’ + uQ'.
e Produit : (Px Q) =P xQ+PxQ'.
e Composition : (Po Q) = Q" x (P 0 Q).

Démonstration
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» Eléments de démonstration pour la composition : En utilisant le point précédent, on montre
n
par récurrence que pour tout k € N, (Qk)' =kQ'Q" . Onaalors PoQ = Z a;QF, donc par linéarité
k=0
de la dérivation,
n n
(PoQ) =) ar(@) =D axkQ'Q""
k=0 k=0
n
=Q' > akQ¥ =Q x (P'0Q). O
k=0

Exemple 8 : Déterminer la dérivée formelle du polynéme P = (2X — 1)%.

Définition 13 |
Soit P € K[X]. On définit récursivement le polynéme dérivé d’ordre k de P en notant :
[ ] P(O) = P’
e pour tout k € N, P61 = (p(®)y,

Exemple 9 : Pour tous n, k € N, (X™)*) =

Remarque : Soit P € K[X] et a € K.
La dérivée formelle de P(X + «) est
Par une récurrence immeédiate, la dérivée d’ordre k de P(X + «) est

En combinant cette remarque avec 'exemple précédent, on a notamment

(X +a))® =
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On peut généraliser les propriétés de la dérivée formelle aux dérivées successives :

Propriété 14
Soient P, € K[X], et n € N.
1. Degré de P(™ :
e Si deg(P) > n, alors deg(P™) = deg(P) — n.
e P = si et seulement si deg P < n — 1.

2. Opérations :
e Linéarité : pour tous \, u € K, (AP + ,uQ)(") =P 4 uQ(”).

e Formule de Leibniz : (P x Q)™ = Z <Z> PRI Qn=k)
k=0

2.2 Formule de Taylor

Theoréme 15 : Formule de Taylor

Soit P € K[X] un polynoéme de degré n € N. Pour tout a € K,

n_ pk)(q
P@j:E:PkaX—aﬁ

k=0

Remarque : Si deg P < n, la formule ci-dessus reste valable. Si par exemple deg P = n — 1, alors le théoréme

n—1 P(k‘)(a) & n (k)(a) k
ci-dessus entraine P = Z (X — a)* et comme P™ =0, on retrouve que P = Z (X —a)
prs k! prs k!
Démonstration
» Cas a = 0 : Notons P(X) = Zaka. Pour tout i € [0, n],
k=0
POX) =Y apk(k—1)...(k—i+1)X*"
k=i
donc PW(0) =
n pk)
Cela donne a; = . Ainsi P(X) = Z k!(()) Xk,
k=0
. \ o = QM(0)
» Cas général : Notons Q(X) = P(X + «). D’apres le point précédent, Q(X) = Z i X". De
k=0 :
plus :
e Pour tout k € [0,n], Q¥ (X) = (remarque suivant la définition 13), donc Q) (0) =
o QX —a)=P(X —a+a)=P(X).
Donc
- QM)
PO = QU —a) = 1 B -
n  pk)
k!
k=0
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S P™(0)
Remarque : En particulier, si P = Z ap X", alors ap = T

k=0

Conséquence : Si deux polynémes P et ) ont la méme fonction polynoémiale (F = @v), alors P = Q.

En effet, pour tout k € N, P() (0) = (F)(k)(O), donc avec la relation ci-dessus, les coefficients de P sont
déterminés par la fonction polynémiale P.

En d’autre termes, 'application P — P est injective de K[X] sur I’ensemble des fonctions polynomiales

(donc bijective, puisque l'on a déja justifié la surjectivité).

3 Divisibilité et division euclidienne de polynémes

3.1 Divisibilité dans K[X]

| Définition 14 !
Soit A, B € K[X].

On dit que B divise A, et on note B | A, s'il existe un polynéme @ € K[X] tel que A = BQ.
On dit alors que B est un diviseur de A, et que A est un multiple de B.

Propriété 16
Soit A,B € K[X] non nuls.

e Si B | A, alors deg B < deg A.

e Si B| AetdegB =degA, alors B= A avec A € K*.

En effet, comme B | A, on a A = BQ et donc deg A = deg B + deg Q. Or, @ # 0 (sinon on aurait A = 0).
On en déduit que deg @ > 0. D’ott deg B < deg A.

Si en outre deg B = deg A, alors deg Q = 0, ce qui entraine que Q = p € K*. Dot B = AA avec \ = i e K*.
Exemple 10 :

o X% — 4 est-il divisible par X + 2 dans R[X]?

e X? — 4 est-il divisible par 5X + 10 dans R[X]?

e X? — 4 est-il divisible par X% 4 1 dans R[X]?

Soit P € K[X]. Alors P | 0 car et 1| P car
Pour tous \,u € K* et P,Q € K[X],ona P | @ ssi AP | uQ.

Exemple 11 : Soit n € N*. Donner un diviseur de degré 1 de X" — 1.

Propriété 17

Soient A, B, D des polynomes.

D|A e D|B = VY(UV)ecK[X]? D|AU + BV

Démonstration
Supposons que D | A et D | B : il existe des polynémes Q4 et Qp tels que A = DQ4 et B = DQp.
Pour tous polynémes U et V,

AU + BV = DQ AU + DQgV = D(QAU + QpV),
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donc D divise AU + BV. O

Propriété 18

La relation de divisibilité a les propriétés suivantes :
e Réflexivité : Pour tout polynéme A, A | A.
e Transitivité : Pour tous polynémes A, B, C,si A| Bet B | C, alors A | C.

e Pour tous polynémes A et B :
(A|Bet B|A) <—

On dit alors que les polynémes A et B sont associés.

Remarque : La relation de divisibilité entre polynémes n’est ni symétrique, ni antisymétrique.

Démonstration
La réflexivité et la transitivité sont évidentes. Montrons la derniére assertion. Soit A, B des polynoémes.

» Sens réciproque : Supposons qu'il existe A € K* tel que A = AB. Alors il est clair que B | A (le

1
quotient est \). Et par ailleurs B = XA donc de méme A | B.

O
Propriété 19
Pour tous polynomes A, B et C', avec A non nul, on a
AB| AC << B|C.
Démonstration
Soient A, B,C € K[X], avec A non nul.
» Sens direct : Supposons que AB divise AC : il existe ) € K[X] tel que AC = ABQ.
A est non nul donc C' = BQ (on peut simplifier par A # 0 car I'anneau K[X] est integre).
Ainsi B divise C.
» Réciproque : Supposons que B divise C : il existe @ € K[X] tel que C' = BQ.
Alors AC = ABQ, donc AC divise AB. O
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3.2 Division euclidienne

Theoréme 20 : division euclidienne dans K[X]

Soit A,B € K[X], avec B # 0. Il existe un unique couple (@, R) de polynomes a coefficients dans K tel
que

A=BQ+R et deg R < deg B.

On dit que @ est le quotient de la division euclidienne de A par B, et que R est le reste.

Démonstration de 1’existence
Soit B un polynoéme non nul. Pour tout n € N, on note

P : VA € K,[X] 3Q,R € K[X] A=BQ+R et degR <degB
» Initialisation : Montrons Py. Soit A € Ko[X] : le polynéme A est constant.

e Si A est nul, le couple (@, R) = (0,0) convient.

e Si A e K" et deg B > 0, le couple (Q,R) = (0, A) convient : A=0B+ A et degR=degA=0<
deg B.

1
e SiAeK ' etdegB=0,onaB=X\¢cK" Alors A = XAB+O et deg0 < deg B, donc le couple

(Q,R) = <§\A,0) convient.

» Hérédité : Soit n € N. On suppose que P, est vraie. Montrons que Pp,41 est vraie. Soit A € K,,11[X].
e Sideg A <n, l'existence du couple (@, R) découle directement de P,,.
e Sideg A < deg B, le couple (Q, R) = (0, A) convient.
e Il reste donc a traiter le cas ou deg A =n+1 et deg B < n+ 1. On pose p = deg B et

A= anJrlX"Jrl +apn X"+ +ag avec ap+1 # 0
B=b,XP +b, 1 XP ... 4 by avec b, # 0
Considérons le polynéme Ag := A — %X”H*I’B. Or, il existe S € K[X] tel que
P
an+1 n+l—-pn _ n+1
—X B=ap,p 1 X"+ S avec degS <n

by

On en déduit que 4g = a, X" + -+ 4+ ap — Q et donc deg Ag < n. Par hypothése de récurrence, il
existe donc un couple (Qo,R) de polynomes tel que

Ay =BQo+ R et deg R < deg B.

On a donc

A:B(%EMMW+QQ+R et  degR < degB.
p

a
Ainsi le couple (Z—HX 1P Qo R> convient. Ainsi P41 est vraie.
p
Finalement, pour tout n € N, P, est vraie. O

Remarque : On notera que tous les polynémes (Qo,R,S,Ap) sont bien tous a coefficients dans K.
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Démonstration de ’unicité
Soit (Q1, R1) et (Q2, R2) deux couples de polynomes tels que

A=BQ1+ R et deg Ry < deg B

A=BQs+ Ry et deg Ry < deg B.
Par différence, B(Q1 — Q2) = —(R1 — R2), donc B(Q1 — Q2) et R; — Ry sont de méme degré.
Supposons que @1 — Q2 # 0. Alors deg(@Q1 — Q2) = 0 donc deg(B(Q1 — Q2)) = deg B + deg Q > deg B.

Par ailleurs, deg(R; — R2) < max(deg R1,deg(—R2)) < deg B.
Or, on doit avoir deg(B(Q1 — Q2)) = deg(R1 — R2) : contradiction.

Ainsi Q1 = @2, et en conséquence Ry = Ro. O

La démonstration de I'existence donne de plus une méthode algorithmique pour déterminer le couple (Q,R)
de la division euclidienne de A par B. En pratique, le calcul se fait ainsi :

Exemple 12 : Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B, dans chacun des cas
suivants :

() A= X' +4X3+ X +1et B=X +1.

b)A=X"+2X3+1et B=X%-1.

() A=X3>4+X+1et B=X"

Remarque : Si on demande seulement le reste (sans le quotient) de la division euclidienne de A par B, il est

possible de conclure sans effectuer la division euclidienne compléte. Par exemple, sur les divisions ci-dessus :
() A=X*4+4X3+ X +1et B=X +1.:

Si on note R le reste de la division euclidienne de A par B, alors R est nécessairement un polynéme constant.

Notons R=A€R. Ona A= (X +1)Q + A, donc en évaluant en —1 :

A(-1)=0xQ(—-1)+ A
3=
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M) A=X*+2X3+1et B=X2—-1:
Le reste R de la division euclidienne de A par B est un polynéme de degré au plus 1. Notons R = AX + u,
avec (A, 1) € R2. Ona A= (X?—1)Q 4+ AX + p, donc :
e en évaluant en

e en évaluant en

Ainsi

Propriété 21

Soient A, B € K[X], avec B non nul.
B divise A dans K[X] si et seulement si le reste de la division euclidienne de A par B est nul.

Démonstration
» Sens direct : Supposons que B divise A : il existe @ € K[X] tel que A = BQ, donc A = BQ + 0.
Par unicité du couple (quotient, reste), le reste de la division euclidienne de A par B est 0.

» Réciproque : Supposons que le reste de la division euclidienne de A par B est nul : il existe @ € K[X]

tel que A = BQ + 0. Alors B divise A dans K[X]. O
Propriété 22 : Bilan sur les formules du degré
Soit P,@ € K[X], A € Ket n € N. Alors
1.
deg P si A e K*
deg(AP) = {787 ¥ €
-0  siA=0
2.
deg(P 4 Q) < max(deg P, deg Q)
deg(P + @) = max(deg P, deg Q) si  deg P deg Q
3.
deg(PQ) = deg P + deg Q
4.
deg P — ndeg P s% n>1
0 sin=20
5.
deg P’ — degP —1 sidegP>1
—00 si deg P <1
6.
degP(”) _ degP —n sidegP >n
—0 si degP <n
7.
= ' >
deg(P 0 Q) deg P x deg @ si deg@ > 1
<0 si deg@Q <0
Avec les conventions suivantes : pour tout m € N,
e m+ (—o0) = —o0
e Sim>1,mx(—o00)=—00
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