TD 36 : Univers et probabilités

Probabilité sur un univers

* Soit n € N* et Q = [—n,n]. On considere
I'application P : Z(Q) — R définie par P({k}) =
n+1— k|

(nt1)2

1) Montrer que P est une probabilité sur Q.

2) Déterminer la probabilité de I'événement A =
[-n+1,n—1].

##% Onlance un dé a six faces truqué : la proba-
bilité d’obtenir k € [1, 6] est proportionnelle a k. Quelle
est la probabilité d’obtenir un nombre pair ?

1l faut d’abord trouver I'expression de P({k}) pour tout
k entre 1 et 6.

Dénombrements et probabilités

*4:  Soit b,n € N*. On tire simultanément deux
boules dans une urne qui contient b boules blanches et
n boules noires. Quelle est la probabilité que les deux
boules tirées aient la méme couleur ?

@ ##% Un facteur entre dans un immeuble et doit
distribuer n lettres, une exactement pour chacune des
n boites aux lettres. Mais il est pressé et distribue les
lettres au hasard : une dans chaque boite.

1) Donner un univers £ correspondant a cette expé-
rience.

2) Quelle est la probabilité que la distribution soit cor-
recte ?

3) Quelle est la probabilité que la boite 1 soit correcte-
ment remplie ?

4) Quelle est la probabilité que la boite 1 ne contienne
pas de lettre destinée a d’autres boites aux lettres ?

5) Reprendre les questions précédentes, en supposant
cette fois qu'une méme boite est susceptible de re-
cevoir plusieurs lettres, tandis que d’autres peuvent
n’en recevoir aucune.

(5 ) ##x Soitn € N*. Dans une loterie, il y a n ti-
ckets dont g tickets gagnants (1 < g < n). Quelle est la
probabilité d’obtenir un ticket gagnant en achetant a
tickets (1 < a < n)? Traiter de petites valeurs de a pour
commencer.

Conditionnement

@ *4:  Un fumeur décide d’arréter de fumer. Le
premier jour (jour 1), il ne fume pas. On suppose ensuite
que, pour tout j € N*:
e La probabilité qu’il fume le jour j + 1 sachant qu’il
n’'a pas fumé le jour j est égalea a € }0, 1 [
e Laprobabilité qu’il ne fume paslejour j+ 1 sachant
qu'il a fumé le jour j est égalea § € ]0,1].
Pour tout n € N*¥, on note A,, I'événement «le fumeur
n'a pas fumé le jour n », et on note p, sa probabilité.

1) Pour toutn € N*, exprimer p,. 1 en fonction de p,,.

2) En déduire une expression de p,, en fonction de n,
pour tout n € N*,

3) Etudier la limite de la suite (pj, )ncn:-

#+¥: Un candidat répond a un QCM ou chaque
question comporte n réponses possibles. Soit |’étudiant
connait la réponse et la coche, soit il choisit au hasard
une réponse parmi les n proposées. La probabilité que
I’étudiant connaisse la réponse est p € }0, 1 [

Si I’étudiant a bien répondu a la question, quelle est
la probabilité qu’il y ait répondu en connaissant la ré-
ponse ?

##% Un groupe de colle de 3 éléves passe une
colle de maths. Ils doivent chacun répondre a une ques-
tion de cours, parmi 6 proposées. Le premier éléve tire
au hasard une des 6 questions, puis le deuxieme tire
une des 5 restantes et le dernier une des 4 restantes.
Vous étes I'un des éleves et vous avez fait 'impasse sur
une des questions. On vous propose de choisir votre
place. Choisissez-vous la premiere ? la deuxieme ? ou la
troisieme ?

Pour touti € {1,2,3}, poser A; I'évenement « L'éleve nu-
méro i a tiré la question qui est une impasse ». Lénoncé

demande en substance de comparer P(A;), P(A,) et
P(A3)
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Indépendance

@ # Onlance un dé a six faces équilibré. On pose
les événements

A :”onobtient2,4o0u6” et B:”onobtient3ou6”

Les événements A et B sont-ils indépendants ?

*#* Trouver un univers € et trois événements
A,B,C tels que A et B sont indépendants, A et C sont
indépendants mais A et BUC ne sont pas indépen-
dants. On peut trouver un cas qui fonctionne avec
Q = {1,---,6}. De plus, pour que deux événements
soient indépendants, il faut a minima que leur inter-
section soit non vide (sauf si un des deux évenements a
une probabilité nulle).

***  Soit (Q,P) un espace probabilisé fini. Soit
Ay,---,A, des évenements mutuellement indépendants
qui vérifient P(A) € ]0,1[ pour tout k € [1,n]. Montrer
que card(Q) > 2".

Pour tout k € {0,1}, on pose A,lc =Ajet A,? = Ay. Pour
toute famille € = (g1, - - - , &,) avaleurs dans {0, 1}, consi-
dérer I'évenement

Bg :ATI "‘Aﬁ"

On pourra commencer par montrer que ces ensembles
B¢ sont tous non vides.
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