DS de mathématiques n°9 ) Btude en 0.

/1 a) Déterminer le DLy(0) de la fonction @'
Concours Blanc — Corrigé Pour tout 7 € R,
Noté sur 116 pts £5 pts pour le soin et la clarté, ' (2) = e*é
puis la note est ramené sur 20 en multipliant par 20/95. 22
, . = avec X = —— —— 0
Le sujet comporte 3 exercices indépendants : un en algebre et deux en 2 20
analyse. Les deux premiers exercices sont plus simples et il est conseillé =1+X+ %0 (X)
de les faire proprement. — )
== 5 l‘g() (T )
1 Analyse : primitive d’une fonction gaus-
/32,5 sienne b) En déduire qu'il existe une constante o > 0 que 'on précisera
Dans tout le probléme, on note ® la primitive sur R de la fonction z + telle que , ,
22 = —
e~ 2 qui s’annule en 0, c¢’est-a-dire que O(x) =z —az’ + wﬂo (I )
T .2 /135
VzeR &(z) :/ e 2du . .
0 On inteégre le DL obtenu en question précédente :
(on ne cherchera pas & calculer cette intégrale). 28
_ oz .3
/1,25 1) Justifier que la fonction @ est de classe € sur R. O(x) = 2(0) +a 6 + 220 (‘L )
3
o2 x .
® est dérivable et pour tout € R, on a ®'(z) = ¢ 2. Or, la - + 0 («’L'd)
5 z—0

fonction x — e 2 est de classe €™ comme composée de telles

fonctions. Ainsi, ® est de classe €. On a donc le DL souhaité avec o = —|.

6

/0,75 2) Etudier les variations de ®.

Oz
c) Pourtout z € R*, on pose ¥(z) = L Prouver que la fonction

ITZ
Pour tout z € R, on a ®'(z) = ¢~ 2 > 0. Ainsi, ® est strictement

U est prolongeable par continuité en 0. On convient de noter

“roissante.
cromsante encore ¥ la fonction ainsi prolongée sur R. Préciser la valeur de
/1,5 3) Etudier la parité de ®. /2 U(0).
Pour tout x € R, on a Par ce qui précéde, on a
—T 2 d(x
O(—x) :/ e zdu U(x) = i )
0 .
e t=—u :1—1—2—}—0 (TZ)
= —/ e zdt avec 6  2-0
Jo dt = —du
- _ P On déduit de ce DL que lim ¥(z) = 0. D'ou ¥ est prolon-
- (T) z—0
geable par continuité en 0 en posant ¥(0) = .

Ainsi, @ est impaire.
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d) Démontrer que la fonction W est dérivable sur R, et préciser la
/1 valeur de W'(0).

Par ce qui précéde, on a

Uz)=1+ o (x)

z—0

Comme ¥ admet un DL;(0), on en déduit que ¥ est dérivable
en 0 et que W'(0) =[0].

e) Expliciter I'équation de la tangente a la courbe représentative
de ¥ au point d’abscisse 0. Est-ce que ¥ admet un extremum
/2 local en 07

Puisque ¥(0) = 1 et ¥'(0) = 0, ¥ admet une tangente en 0

d’équation . Par la question ¢), on a

(a) = 1= (@)~ B(0) =~ + o ()

2
-
Donc ¥(x) — ¥(0) ~ T qui entraine que W(x) — ¥(0)
r—
est négatif au voisinage de 0. D’ott ¥ admet un maximum local
en 0.

5) Résolution d’une équation différentielle. On s'intéresse dans
cette question & 'équation différentielle

o
2

(E) z/+y=ce

a) Résoudre léquation différentielle (E) sur l'intervalle |0, +ool.
/4 On exprimera les solutions & 'aide de la fonction W.

Sur 0, +oo[, I'équation se réécrit :

R T B

Y+ -y=-—e>
L’équation homogeéne associée est :

(En) o'+ -y

oo 1 .
Une primitive de z +— — est x — In|z|, donc les solutions de
x
(Egr) sont :

. C
yi(z) = Ce™ Il = = avec C' € R
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On cherche une solution particuliere de (E) par la variation
de la constante. On pose

yp(x) = @ avec C':]0, 00— R
Or,
/ 1=
Yp+ ~Yp = ;e 2
O _Ct), Ce) 1,2
x x x x

yp() = = U()

Finalement, les solutions de (E) sur ]0, +o00[ sont les fonctions

y(x) =|U(x) —0—% avec C' € R

b) Pour chaque solution de (E) sur |0, +oo[, déterminer sa limite
/1 en 0F.

On a vu en question 4c) que lin% U(z) = 1. On en déduit que
T

o +oo siC' >0

lim <\If($)+)— 1 siC=0
r—0t X

—o00 siC <0

¢) Résoudre de méme I'équation (FE) sur l'intervalle |—oo, 0], et
/2,5 étudier pour chaque solution sa limite en 0.

Sur | — o0, 0[, I'équation se réécrit :

T

A S
y+oy=—e>
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L’équation homogene associée est : ailleurs, en 0 par la q. 3¢), on a W(0) = 1, ce qui montre
que WU vérifie bien (E) au point @ = 0.

1
(BEr) ' + 2V Finalement, I'unique solution de (E) sur R est la fonction [¥].

1 .
Une primitive de z — — est x +— In|z|, donc les solutions de 6) Etude en +oo.
x

(Ey) sont :

yu(z) = Ce™ Il = _c avec C' € R Ve>1 &) < (1) +/1 e idu

/5

a) Avec une majoration adéquate, établir que

On vérifie de méme que ¥ est solution particuliere de (F).

Finalement, les solutions de (E) sur |0, +o00[ sont les fonctions On a
C -5 (]
ylx) =V(z) — — avec C' € R o u
x
O/ 1 T 2
=|U(x)+— avec ' = —C € R = / T du +/ e 7du
T 0
Les limites en 0~ de ces fonctions sont =o(1) + / du
+oo siC'>0

xr “2 xr w
1 suffit donc de montrer que / e rTdu < / e 2du. Or,
1 1

O/
lim <\IJ(I) + ) =<1 siC'=0
z—0+t T
pour tout u € [1, ], on a

—o00 siC' <0

u? S U
d) Démontrer que 'équation (F') admet une unique solution sur R, 2 _2 2
et la déterminer. —_ _ u._u
2 = 2
On raisonne par analyse-synthése. 2 - )
2 2 St C SE €
— Soit y : R — R une solution de E, alors par les questions — ¢ . ¢ C,E:r exp est crolssante
: o, z
a) et c), il existe C, C" € R tels que — e Tdu < / e 2du car z > 1
cr 1 1
U(z)+— siz<0
Ve e R* y(x) =
U(z)+— siz>0 b) En déduire que ® est majorée sur R, puis que ® admet une
’ limite finie en +o0o (on ne cherchera pas a calculer cette limite).
De plus, y vérifie (E) pour z = 0, on a 0 + y(0) = 1, /5

donc y(0) = 1. Enfin, comme y est continue en 0, il faut

que lim y(z) et lim y(z) existent et soient finies. Par les
z—0t =0~

questions b) et ¢), on a donec C' = €’ = 0. D’ou y(z) =

U(x) pour tout z € R.

— Vérifions que W est bien solution de (F). ¥ Sur | —oc, 0] et
10, +oo], ¥ est bien solution de (E) par les q. a) et ¢). Par
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Par la question précédente, pour tout x > 1

O(z) < O(1) + /m e 2du
< O(1) + [-2¢77]]
<O(1) — 272 +2¢/e
< D(1) +24/e

Ainsi, ® est majorée sur [1, +oo par ®(1) + 2¢y/e. D'ott ® est
majorée sur [1, +oo[. Montrons que ® est majorée sur |—oo, 1].
Comme @ est croissante par la q. 2), pour tout z < 1, on a

D(x) < 0(1)

de sorte que ® est majorée sur | — oo, 1]. Ainsi, ® est majo-
rée sur R. Enfin, comme & est croissante et majorée, par le
théoréme de la limite monotone, elle admet une limite finie en
+00

2 Algébre : 'endomorphisme P — P(X +
/37 1) — P(X)
On note R[X] Pespace vectoriel des polynémes a coefficients réels, et

pour tout entier n > 1, on note R, [X] le sous-espace vectoriel de R[X]
des polynémes de degré inférieur ou égal a n. Soit A I'application :

A: RX] —» R[X]
P P(X+1)— P(X)
Par exemple, si P = X2 alors A(P) = (X + 1) — X2
/2 1) Vérifier que A est un endomorphisme de R[X].
Il suffit de montrer que A est linéaire. Soit v, 8 € Ret P, Q € R[X].
AlaP + BQ) = (aP + BQ) (X + 1) — (P + BQ) (X)
aP(X +1) + (X + 1) — aP(X) — BQ(X)
=a[P(X+1) = P(X)]+ QX +1) - Q(X)]
= aA(P) + BA(Q)

donc A est bien linéaire, ¢’est un endomorphisme de R[X].

2) On souhaite déterminer Ker(A).
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a) On fait 'hypotheése dans cette question que P est un polynome
non constant de R[X], appartenant a Ker(A).

/1 i) Justifier que P admet au moins une racine complexe 2.

Comme P est non constant, par le théoréme de
d’Alembert-Gauss, P admet au moins une racine com-
plexe.

ii) En déduire que P posséde une infinité de racines com-
/4 plexes et obtenir une contradiction.

Comme P € Ker(A), on a A(P) =0, donc
P(X+1)=P(X)

— En évaluant en zp, on trouve que P(zg + 1) =
P(z)) = 0, donc zy + 1 est aussi une racine de P,
qu’on note z;.

— En évaluant en z;, on trouve que P(z; + 1) =
P(z1) = 0, donc 2z + 1 est aussi une racine de P,
qu’on note 2.

Par récurrence immédiate, on en déduit que pour tout
n € N, zg + n est racine de P. Ainsi, P posséde une
infinité de racines. D’ott P est nul, ce qui contredit le
fait que P est supposé non constant.

/2 b) En déduire Ker(A).
Soit P € R[X].

— Si P est non constant, alors A(P) # 0 par ce qui précede,
donc P ¢ Ker(A).

— Si P est constant, i.e. P = ag avec ap € R, alors P(X +
1) =ap = P(X), dou P € Ker(A).

Finalement, Ker(A) est 'ensemble des polynomes constants,

h Ker(A) = [RoX]]

3) a) Soit P un polynome non nul de R[X]. On note d = deg P et on
pose P = ag X%+ ... +a; X +ap. Préciser le degré du polynéme
/4,5 P(X +1) — P(X) en fonction de d.
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/1,5

(On donne ici une correction sous une version « condensée »
avec des symboles E , mais une version développée fonctionne
également). On a

d d
PX41) = P(X) = Y (X + 1) = Y arx!
k=0 k=0
d L d
:Zak (,)X’—Zaka
=0 j—o M k=0
d d k d
= ai| . X7 — a; X’
- (a(G) | -%
Jj= k=j j=0
d d
=S (Salt) o)
J=0 \ k=j

Le coefficient d’ordre d (celui en facteur de X?) est :

d

k
Z%(d) —ag=aq—aq=0

k=d
Ainsi, deg (P(X +1) — P(X)) <d— 1.
— Sid=0, alors P(X +1) — P(X) =0, et donc

deg (P(X +1) = P(X)) =
Sid > 1, alors le coefficient d’ordre d — 1 est :

d

Z Qg (di 1) — Qd-1

k=d 1
=aqg X d+ag1— aq-1
:d(ld

Or,d # 0 et ag # 0 car deg P = d. Ainsi,
deg(P(X+1)—P(X))=|d—1

b) Justifier que la restriction A, de A a R,[X] est un endomor-
phisme de R, [X].
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/4,5

/6

Comme A est linéaire, 'application A, est encore linéaire. 11
reste & montrer que A, : R,,[X] — R,,[X] est bien définie, i.e.
que pour tout P € R,[X], on a A,(P) € R,[X]. Or, par la
question précédente,

deg (A, (P)) <degP—1=n-—1

Ainsi, A, (P) € R,[X]. Finalement A,, est bien un endomor-
phisme de R, [X].

¢) Déterminer le noyau de A, puis le rang de A, et en déduire
I'image de A,,.

Soit P € R,[X].

P e KerA,
— A,(P)=0
[=AP)=0

& P cKerA
< P e Ry[X] par la q. 2)

Ainsi, Ker A, € Ry[X] L’inclusion réciproque est évidente.

Finalement,
Ker An = R() [X]

Comme R, [X] est de dimension finie, égale & n + 1, on peut
appliquer le théoréme du rang. On a donc

dimR,[X] = dimKer A, + rg A,
—n+l=14+1g4,
= g, =
Or, on a vu en q. a) que deg(A,(P)) < n — 1, de sorte que
A, (P) € R,,_1[X]. Par arbitraire sur P, on a donc Im(A,,) C
R,,—1[X]. Comme

dimIm A, =rgA, =n =dimR, [X]

on en déduit que Im A, =R, _1[X]|.

4) Montrer que A est un endomorphisme surjectif, mais pas injectif. En

quoi ce n’est pas une contradiction ?
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/2,5

/2

— On a vu en question 2) que Ker A = Ry[X]. Comme Ker A #
{0}, on en déduit que A n’est pas injectif.

— Montrons que A est surjectif. Soit @ € R[X]. On pose n =
max(0, deg @), de sorte que n € N et n > deg Q. Ainsi, Q) €
R, [X]. Alors, on a @ € Ry_1[X] avec N = n + 1. Donc,
par la question précédente, on a @ € Im Ay. Il existe donc
P € Ry[X] tel que Ax(P) = @, donc A(P) = Q. D'ou Q €
Im A. Finalement, R[X] C Tm A et l'inclusion réciproque est
évidente. D’ott Im A = R[X] et A est par suite surjectif.

Ce n’est pas une contradiction car R[X] est de dimension infinie. Un

endomorphisme de R[X] peut donc étre surjectif mais pas injectif.

5) Utilisation de A, pour le calcul d’une somme

On suppose dans cette question uniquement que n = 4. On note
C=(1,X,X% X3 X" la base canonique de Ry[X].

a) Déterminer la matrice My de A4 dans la base C.

On a
Ay(l)=1-1=0

AX)=X+1-X=1
AyX?) = (X +1)P2 - X*=2X+1
AYX?) = (X +1) - X* =3X? +3X +1

Ay(XH = (X + 1) = X' =4X3 4+ 6X2 44X +1 /7

On a donc
01111
00234
My=1]1000 36
00004
00000
ap 0
aq 0
b) Trouver cing réels ag, a, ag, as, aq vérifiant : Myx | ag | = | 0
as 1
a4 0
| C’est un systéme linéaire dont la matrice augmentée est déja
G. Peltier — MPSI, Lycée Alain Fournier 11/22

échelonnée, on peut donc résoudre le systéme directement :

a1+a2+a3+a4:0 a1+a2+a3+a420

2a9 + 3asz + 4as =0 2a9 + 3a3 + 4ags = 0
3az + 6ay, =0 3asz + 6ay =0
0=0 0=0

(14:1/4

as = 720,4 = 71/2
as = —3(13/2—2&4 :3/4—2/4: 1/4
(ll:—((l2+(13+(14) =0

et comme on ne trouve pas de condition sur ag, on peut donc
prendre par exemple

1 11
R ={(0,0,—-,—, -
(a(17al7a2,(l3,&4) < AL 274>

¢) En déduire, pour tout m € N, une expression factorisée de :

Sm = }n: K
k=0

On pose
1 1 ., 1
P=-X?--X*+-x*
4 2 4
Par ce qui précede, on a Ay (P) = X3 ie.
P(X +1)—P(X)=X?
Ainsi, pour tout k € [0,m], on a

P(k+1)— P(k) =k
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ce qui donne, en sommant pour k allant de 0 a m,

m m

S (P(k+1) = P(k) =k
k=0

k=0
= P(m+1)—P(0) =25, par télescopage

= i (m+1?=2m+1°+m+1" =5,

= S, = i(m +1)? x (1 —2(m+1) + (m + 1)2)

1
= Z(m +1)% x m?

3 Analyse : la suite récurrente u, 1 = sin(u,)
/36,5
On note f :  + sin(z). On étudie la suite récurrente (u,)nen définie
par :
up €]0,1] et VneN wuy = f(un)
A — Nature de la suite (u,,)

/2,5 1) Montrer que pour tout  €]0,1], on a 0 < sinz < .

m m
Comme x € }O, 3 [ et que sin est strictement croissante sur }O, ) {,

on en déduit que

sinx > sin 0
— sinz >0
Montrons maintenant que sinz < x. On pose

g:0,1] = R

T+ x —sinx

g est dérivable par différence de telles fonctions et ¢'(z) = 1—cos .
Comme z € ]O,g[, on a cosx < 1 done ¢'(z) > 0. Ainsi, g est

strictement croissante. Comme lim+g(3:) = 0, on en déduit que
z—0

g(x) > 0. Ainsi, on a bien sinz < .

/1 2) En déduire que u, €]0, 1] pour tout n € N.
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Montrons par récurrence que u, €]0, 1] pour tout n € N.

Pour n = 0, on sait par hypothese que ug €]0,1], donc la
propriété est vraie au rang 0.

— Soit n € N. On suppose que u,, €]0,1]. Montrons que u,; €
10, 1]. Comme u,, €]0, 1], par la question précédente, on a

0 < sinwu, < u,

d’oll on a
0<upi <u, <1
si bien que u, 1 €]0,1].

Finalement, u, €]0, 1] pour tout n € N.

/1 3) Déterminer le sens de variation de la suite (u,).

Comme vu en question précédente, on a u, 1 < u, pour tout n € N.
Ainsi, (u,) est strictement décroissante.

/3 4) En déduire que (u,) converge, et déterminer sa limite.

Par les questions précédentes, la suite (u,,) est décroissante et mino-
rée par 0, donc par le théoréme de la limite monotone, elle converge
vers une limite qu’on note £.
De plus, comme pour tout n € N on a 0 < u, < 1, en passant
a la limite, on a 0 < ¢ < 1. De plus, en passant a la limite dans
Upt1 = [(uy), on obtient, par continuité de f, que £ = f(¢) = sin (.
contredit le fait que ¢ = sin /. Ce cas est donc impossible.
On a donc nécessairement ¢ =

— Si £ €]0,1], alors par la q. 1), on sait que si sinf < ¢, ce qui

B — Equivalent de (u,)

) . . 1 1
/3,5 5) Déterminer lim ( 5 — —)

=0 \sin’z 2

Soit x € {—g,O{U}O,g] On a

2 2

1 1 2?—sin’z
sinfx 2?2 2?sin’z
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2 2

0 e cor S22 oA P il L e L e
Or, sinx Rard de sorte que x“sin” x Fadtl Par ailleurs, 373 < gyt —ap < 3 + 5
1
sin?p — (az _ 7:: T (IS))Q Par co. q1.11 précede, on a li'm ({Ii,,+1 —a,) = —. Par définition
6 20 de la limite, & ¢ > 0 fixé, il existe donc N € N tel que pour
, tout k > N
= I2 _ — _|_ o0 (I4) - )
3 r—0
1 <€
Ainsi, ap1 =@ =3 < 5
A
2 2 T 4 € 1 ¢
T 5111,7:—3—0-130(.7:) = ——<aqp—ap—=-<-
2 37 2
D’ou 1 ¢ 1 e
5 . 4 - — =< —ap < —+ —
2 —sin?r ~ 3 g SGn - Sgtg
r—0 3
On en déduit que
, b) Soit n > N + 1. Déduire de la question précédente un encadre-
2?2 — sin? Lyt 1 .
smere o3t L /4 ment de a,, en fonction de ay, n, N et .
22sinx a0 at 3 R
Par ce qui précede, pour tout k € [N,n — 1], on a
1 1 1 1 13 < < 1 13
/2 6) En déduire que lim (u2 - uQ> =3 37Tk g T 9
n+1 n
Par la question précédente et la q. 3), on a En sommant ces inégalités pour k allant de N a n — 1, on
obtient :
lim u, =0
n——+00 n—1 1 - n—1 n—1 1 -
. 1 1 1 ——— | < (ap1 —ax) < -
lim ———= | == Z( > k1 Ag) S
20 (sz T x2> 3 i \3 2 k=N v \3 2
1 ¢ 1 €
Donc, par composition de limite, on a : = (n—N) (3 - 2> <a,—ay < (n—N) <3 + 2>
1 1 1 .
lim ~ 5, N 3 = D’ou
n—+oo \ sin®(u,)  u? 3
1 e 1 e
ce qui se réécrit, puisque sin(u,) = 1 : ay +(n—N) 3735 <a, <ay+(n—N) 3 T35
. 1 1 1
lm| —5——-— | =|5
Up UG 3 ) 3
/7 c) En déduire que u,, ~ .
n

1
7) Dans la suite du probléme, on pose a,, = — pour tout n € N.
u'fl

a) Soit € > 0. Montrer qu’il existe un rang N € N tel que pour
/1,5 tout k > N,
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On a

1
> — ~
u?l,
1 n
<= a, = ~ =
w23
ap 1
n 3

) a, 1 ,
Il suffit donc de montrer que — — 3 On repart de I'encadre-
n
ment obtenu précédemment. On a :

ajxv+(an)(%f§)<@ aNJr(an)(%+§)

<<
n n 0
1 1 .
e NG o (1) v o N ()
3 2 n n 3 9 o

Or, N étant fixé, on a
ov-N(3£3)

n n—+00

0

Il existe donc Ny € N tel que pour tout n > Ny, on a :

y—N(+-¢ €
an (3 2) s &
n - 2
et il existe Ny € N tel que pour tout n > Ny, on a :
ay— N (2 +¢
N (3 + 2) < <
n 2
Ainsi, en posant N = max(N, Ny, N), pour tout n > N, on
a:
1 ¢ 5<a,l< 1+8 +8
3 2 27 n \3 2 2
donc
1 ¢ 5<an< 1+5 +5
3 2 27 n —\3 2 2
ou encore
an 1‘
———-|<e
n 3
. e L L a, 1
On reconnait la définition de la limite, si bien que — — 3
n
3
donc u,, ~ 1/ —|
n
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C — Développement asymptotique de (u,)

1 1
sinx 2%

s Vs
Soit « {—770@}0,—]
o1t x € 5 5

5) Déterminer le DLy(0) de

1 1 2?2 —sin’z
sinz a2 22sin’ x
N2
2 _ (sinz
2 (1 (22)%)

= PR
4 (sinz

zt (52)

L ( 1 1)
) sinz) 2 N
()

x?’
un DLy(0) a la fin). On a :

sinz 2 z2 z? :
_ _ - 4
( v ) (1 6+120+m30(i)>

IQ I4 I4
=1 —-2— 4+ — 4+ 92— 4
6 36120 "% ()

1 I2+I4>< 1+1 Lo (4)
T T3 T \3Ts) TS W
2

T ]t
=1y 2
3 o 1s a0 ()

2
:171+3r4+ 0 (14)
x—0

3 45
Ainsi,
! 1= ! 1
(%111.’1:)2 o 1— X
x

. 1. : .
(A cause du terme en —., il nous faut aller & 'ordre 4 pour avoir
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/3

/1

"2

T 2,
avec X = — — — g

3 45x + % (a;4). Comme X — 0, on obtient :

@;y—1_1+x+xﬂ+X§AXﬁ—1
| 2

~L -2 0 @)+ (52t 0, ()
o Y
N
“ T

D’ou
e e R R )

1 1
6) En déduire que a, 41 —a, = §+ ﬁ +o0 (—) pour une constante 5 > 0
n n

que l'on précisera.

On part du DL obtenu précédemment, et on compose a droite en
posant x = u,, qui tend bien vers 0 quand n tend vers +o0o. Dot :

111 1, ,
—_———=—+4+—u+ o0 (u
Wl w2 3 15" X0 ( ")

3 . 3 ; 3 1 .
Or, comme u,, ~ \/77 on a ufl ~ —, donc ufl =—+o(— ). Ainsi:
n n n n

1 1 1 n 1 n 1
S IR (i
ul,, w2 3 bn n

1
ce qui est le résultat voulu avec /3 —

n
7) On pose b, = a,, — 3 pour tout n > 1.

a) Déterminer un équivalent simple de b1 — b,,.
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n+1 n
bn-H - bn = ap41 — 3 — ay + g
1
= ap41 — Ap — g
1 n 1
= — ol —
omn n
1
5n

b) Soit N € N*. On admet I'encadrement suivant, pour tout n >
N+1:

n 1 n 1
()< psi(y)+y

1
Montrer que b, ~ %

3

1
Par ce qui précede, on a nb, 1 —nb, — 3 donc par définition

de la limite, pour tout € > 0, il existe N € N* tel que pour
tout k> N, on a :

1 ¢ 1 ¢

— — — < kb — kb, < =+ =

5 g ST MRS E Y

1 € 1 €

— — — <bpy1 —bp < —+4+— car k>
:>5]€ 2k_bk+1 bk_5]€+2]€ car k >1

On fixe n > N + 1. En sommant ces inégalités pour k allant
de N an — 1, on obtient :

n—1 n—1

2211 £ 11 ¢
P S < bn — b r << — | — —

k=N k <5 2> - v Zf k (5 N 2>

1 1 e .
En supposant ¢ < —, on a — — — > 0, ce qui permet de
5 2
minorer le membre de gauche :

by + (; - ;) In (%) <b, <by+ (; + ;) [ln (%) + ]17]
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Ainsi, ¢ Inn>InN>0,ona: : 1 .
nsi, comme Inn > [nfy = U, on a Par ce qui précede, on a b, = £ Inn + o(lnn). Ainsi :

1 1 1
Sty (oy-mNx (-2
52 o2 ap =10 +ﬁ—ﬁ+lnin+o(hm)
by M3 35 /
Inn
D’ou
1 € 1 1 e 1
L Sy = L Z 4z — 1 n Inn
<5+2+lnn<bj\ 1HNX<5+2>+N) — =2+ =" 4 o(lnn)
uz 3 )
On remarque que Ainsi,
L by~ x (2£5)) ——0 n_ Inn B
o (Y "V (5%3) ) o wn= 5+ 5"+ o)
. -1
Or, de méme qu’en question 7c), quitte & poser N’ € N asse _ (ﬁ)‘f <1 I 3lnn To (WL)) :
grand, on obtient pour tout n > N’ 3 on

3 -3
I CRENGH) =\
Inn 2

5 2
3lnn Inn
; 1 b In N 1 e 1 <€ avec X = 51177 +o0 (nn) — 0. Ainsi,
> — N — X | = — — — n n
¢ Inn \ " 5+2 +N -2
5 3 1
de sorte que . ) . - \/> " <1 vl (X))
Z_e< M <4 n 2 X—0
5 “lnn T 5
3 < 3 Inn (ln 77))
1 =4/—-x[1—-—=x—+o0(—
(et ce pour tout £ € }0,10[, donc pour tout € > 0 assez n 10 n n
petit). Ainsi, _ \/33 " Inn Yo Inn
by, 1 n 10 nyn ny/n
% —
Inn 5
. . N 5 n
ce qui conduit & — 1, et donc ) )
Inn Fin du sujet
bn ~ lnrn
5

¢) En déduire un développement asympotique a 2 termes de ay,
puis de u,,.
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