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L'équation de Fisher-KPP [1, 2]

Oru — Oxu = ku(l—u), t>0,xeR
N~ N————
migrations croissance et
compétition
u(0,x) = up(x), x eR

avec k >0et0 <y <1.

Dés que ug #Z 0, on a survie et invasion de la population :

Vx e R u(t, x) o 1.
o0
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Accélération dans I'équation de Fisher-KPP

Accélération de l'invasion

Ot — Ot = ku(l — u).

La vitesse de l'invasion dépend du comportement de up en +oc.

1 1
x ~ 2t x ~ct z/t — oo
0.5 _— 0.5
c=2VEk |e¢>2VEk |accéiération
0
T

xr

Figure: Trois profils de données initiales, et la vitesse asymptotique des fronts.
Vert : support compact. Bleu : queue exponentielle. Rouge : queue lourde.

Si up admet une queue lourde en +0c0, i.e. si uy décroit plus lentement
que toute exponentielle, alors on a accélération du front [3].
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Un modéle d'écologie évolutive

Un modele d'écologie évolutive

Population n(t, x, y) structurée selon le temps t, I'espace x € R, et un
trait phénotypique y € R qui influence leur survie :

/ /
o= Bun + By + | rbey) - [ a(exy)dy |
S~ ~— —— R
migrations mutations croissance \—/_’
compétition

ot r(x,y) =1— A(y — Bx)?, avec A, B > 0.

Le trait optimal pour la survie dépend donc de la position : ype(x) = Bx.
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Un modéle d'écologie évolutive

Invasion dans la direction y = Bx
O¢n — Ot — Oyyn = [r(x,y) — Jp n(t,x,y’)dy' ]n
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Figure: n(t,-,-) pour t = 30s, avec ng a support compact, A= 0,02 et B=0,8.
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Extinction ou invasion a vitesse finie

Oen — Osn — Oyyn = [ r(x,y) — Jg n(t,x,y’)dy']n

On définit I'ensemble de niveau p > 0 de n par
E;(t) = {x eR ‘ /Rn(t,x,y)dy = ,u} .

On pose Ao = /A(1+ B?)—1, lav.p. principale de Lw = —A, ,w —rw.

Théoreme 1 (Alfaro, Berestycki, Raoul [4, 5])
Si Ao >0, on a extinction : ||n(t,-,")||lcc = 0 quand t — +o0.

Si Ao <0 et ng £ 0 est a support compact, alors

38 >0 Vue€l0,8] supE;(t) ~w't, w' =2
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Probleme posé

> t — E\(t) ~2Vkt
Oru — Oxtt = ku(1l — u) UP\P up compac (1) vk
ug A queue lourde — E\(t)/t = 400

ol Ex(t):={xeR | u(t,x)=A}
A0<0

n ~ *
Den — Broen — Dyyn = .. Supp ng compact = E]J(t) ~w"t

ng "a queue lourde" = E](t)/t — 777

@ Q1 : condition sur ng capable de faire accélérer la solution 7
@ Q2 : encadrement de E](t) quand t — +o0 ?
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Accélération dans le modele évolutif

Un changement de variables

y y=Bz.
On fait une rotation du repére Y X’
(x,y) = (X, Y), de sorte que X soit
dirigé selon la droite yopr = Bx : >

En posant v(t, X, Y) = n(t, x,y), I'équation sur n devient
8tv — axxv — 8yyv = [F(Y) — /( .. ):| V.
R

On notera y(Y) la f.p. principale de —dyy — F(Y) associée a Ao.
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Accélération dans le modele évolutif

Condition pour une accélération
Orv — Oxxv — Oyyv = [F(Y) — [g(--.)] v.

Théoréme 2 (accélération dans le modéle évolutif)
On suppose que \g < 0 et vo(X, Y) = no(x,y) vérifie
Jo>0  w(X,Y) > u(X)1s0(Y),

avec ug € L>(R) a queue lourde. Alors il y a accélération :

1
38 >0 Vu€lo,5] ; inf E/}(t) — +oo.
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Encadrement de E[/(t) quand t — +o0

Théoréme 3 (encadrement de E/(t))

On suppose que Ay < 0 et
Jo>0 (X)L (Y) < (X, Y) < To(X)o(Y),

avec ug, g € L°(R) a queue lourde (...). Alors :

Ve <|Xo|, 38>0, Yu<B, VE<|o|, VI,y>0, 3T>0, Vt>T,

1 -
n . —1 —(—/\o—g)t —1 —(—x\o-‘y—&)t
E;(t) C Wipw:7 {mlngo (Fe ) , Max o (fye )] . )
Exemple : uy(X) o1 1/X® = inf E[(t) > e“© ¥/ pour t assez grand.

Compromis : si € < 1, I'encadrement est plus précis, mais 5 = (g) < 1.
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