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@ Parlons modeles...
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Parlons modeéles...

Contexte

On souhaite étudier, dans un environnement hétérogene, l'invasion spatiale
par une population.

La plupart des modéles d'écologie existants néglige la composante

évolutive (mutations rares, courte échelle de temps, population a
I'équilibre...).

Nécessité d'un modele d'écologie évolutive.
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https://www.youtube.com/watch?v=plVk4NVIUh8

Parlons modeéles...

Hypotheses (1)

On considére une population asexuée, structurée en espace et selon un
trait phénotypique qui influe sur sa survie.

La variable d'espace est x € R ; la variable de trait est y € R.

Cette population est soumise aux effets de migrations, de mutations, et
de sélection (avec croissance et compétition).
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Parlons modeéles...

Hypotheses (2)

De plus, cette population affronte un gradient environnemental. Le trait

optimal dépend linéairement de I'espace : yopr = bx.

Le taux de sélection (sans compétition) est pris de la forme

_ 1 2
r(x,y) = I'max — 2V(y_bx) .

® rmax > 0 le taux de croissance (sans sélection ni compétition).
@ V > 0 la pression de la sélection.

@ b > 0 la pente du gradient environnemental.
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Parlons mod

Exemples de gradients linéaires

Bud set, Pinus sylvestris Growth cessation, Picea abies
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Figure: Chez une population de pins : variation de traits liés a la croissance, en
fonction de la latitude.
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Parlons modeéles...

Présentation du modéle

On note n(t, x,y) la densité d'une population structurée selon le temps t,
I'espace x € R, et un trait phénotypique y € R :

on 02 8n o2 &n 1
= x4 Y + | r(x —/ntx/d/}n
ot 2 Ox2 2 Jy? w K(x)R(”y)y ’
.V sélection
migrations mutations compétition
avec

@ g, > 0 le taux de migration,
@ 0, > 0 le taux de mutations,

@ K(x) la capacité de charge de I'environnement, qui vérifie

K <K(x) <K, avec K,K>0.
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Parlons modeéles

Changement d'échelle

12 \/ZFAfZ V@ETA;
Par le changement d'échelle n(t,x,y) = (rmaxt mx, LTmEy ), on
se ramene a |'équation :

om _
ot

9%m 9%m

Bz T gt {1A(y8x) e /mtxy)dy}

sélection

2
= T B=Th k(x) = K(x) Y 2Ime
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Parlons modeéles...

Problématique

@ Pour quels valeurs des paramétres a-t-on extinction / survie /
invasion de la population ?
@ Si invasion, quelle est la vitesse limite de propagation en temps long ?

@ Peut-on avoir une accélération de I'invasion ?

@ Si accélération, peut-on donner un encadrement de la vitesse limite ?

Les réponses dépendent fortement de la donnée initiale m(t = 0, x, y).
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Donnée initiale a support compact - v

Plan

9 Donnée initiale a support compact - vitesse finie

Accélération d'invasion en écologie évolutive 27 mai 2019 11/26



Donnée initiale a support compact - vitesse finie

Comment mesurer une vitesse d'invasion ?

On illustre la méthode sur un modéle plus simple : I'équation de
Fisher-KPP [1,2].

Pas d'évolution et environnement homogeéne. On note u(t, x) la densité
d'une population structurée en espace (variable x € R) :

ou d%u
== 55 +ul—u).
ot Ox —
S~ croissance-
migrations  compétition
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Comment mesurer une vitesse d’'invasion 7

La population u(t, x) prend la forme d'un front qui envahit I'espace.

05¢
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Figure: En rouge, la densité u(t = 0, x). En orange, la densité u(t = 5, x), etc.

La vitesse asymptotique d'invasion correspond a celle du point x > 0 qui
vérifie u(t,x) = 1/2 (en noir sur la figure). On trouve une vitesse 2.

La valeur 1/2 est arbitraire. On trouve la méme vitesse pour u(t,x) = A avec 0 < A < 1.
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Donnée initiale a support compact - vitesse finie

Comment mesurer une vitesse d'invasion ?

m &?m &?m
gm — o 4 %7 + {lfA(nyx)2fﬁme(nx,y’)dy'}m.

On pose M(t,x) = [g m(t,x,y)dy la population totale en (t,x). C'est la
vitesse d’'invasion de M qui nous intéresse.

M(t, )

xr

Figure: Forme type du front M(t, x) pour de grandes valeurs de x. Si £ est pris
assez petit, la vitesse asymptotique ¢ ne dépend pas de /.
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Donnée initiale a support compact - vitesse finie

Intuition sur les parametres A et B

>0
=

Figure: En vert, la droite y = Bx. En gris, la zone ou le taux de sélection
1 — A(y — Bx)? est positif.

Si A(1 + B?) est trop grand, on s'attend a ce que la population s'éteigne.
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Donnée initiale a support compact - vitesse finie

Dichotomie extinction-invasion [4,5]

La survie ou I'extinction de la population dépend uniquement du signe de

A= /A(l+ B?) - 1.

@ Si A >0, on a extinction de la population en temps long.

@ Si A <0, on a survie et invasion de la population.

Lorsque A < 0, et que m(0, x, y) est a support compact, la vitesse
asymptotique d’invasion est donnée par

c=2
1+ B2
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Donnée initiale a support compact - vitesse finie

Retour aux variables de départ

2n

A (fmax — 2y (v — bx)* — gy Je n(t, X,y )dy!
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On a survie et invasion dés que A < 0, ce qui se réécrit ainsi :

0 +02b < 4r?, V.

Quant a la vitesse d'invasion, on peut I'exprimer de la facon suivante :

__1 /2 212
1 2rmax V Uy+UXb

2 2 K2
oy +oxb

c =20,
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Donnée initiale a support compact - vitesse finie

Direction de I'invasion (A < 0)

La population reste concentrée autour du trait optimal. On peut montrer
que m(t,x,y) < Ce =B~ pour des constantes C,~ > 0.

>0
=

X

Figure: A droite : simulation numérique de la solution m(t,x,y).
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Donnée initiale 3 queue lourde -
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© Donnée initiale 3 queue lourde - accélération
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Donnée initiale a queue lourde - accélération

Queue lourde (modeéle sans évolution)

2
%:% + u(l—u).

Une densité admet une queue lourde, si sa queue décroit plus lentement
que toute queue exponentielle (ex : une décroissance en 1/x2).
Une queue lourde pour u(0, x) entraine une accélération du front [3].

1 1 - -
m~2t\)m~ct \}m/t%—koo
osL — 0.5
T

c=2 c>2
Figure: Trois profils de données initiales, et la vitesse asymptotique des fronts.
Vert : support compact. Bleu : queue exponentielle. Rouge : queue lourde.

accélération

T
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Donnée initiale a queue lourde

- accélération

Queue lourde (modele évolutif)

Quelle condition de queue lourde sur m(0, x, y) entraine une accélération ?
On réalise d'abord le changement de coordonnées m(0, x,y) = v(X,Y),

ol X est dirigé selon le gradient y = Bx, et Y correspond a une direction
orthogonale :

Gwenaél Peltier (ISEN
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Donnée initiale a queue lourde - accélération

Queue lourde (modele évolutif)

La condition de queue lourde s'exprime selon v(X, Y) :

v(X,Y) > q(X), pour s_ < Y < s,

ou g admet une queue lourde en X — 400, et s_, sy sont quelconques.
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Donnée initiale a queue lourde - accélération

Accélération

Sous cette hypothese de queue lourde sur m(0, x, y), et lorsque A < 0, on
montre qu'il y a accélération de l'invasion.

L'accélération est d'autant plus forte que la queue g(X) est lourde :
o Si g(X) ~ 1/X?, le front M(t,x) avance au moins comme et/

e Si g(X) ~ 1/In(X), le front M(t, x) avance au moins comme e®"'

Ces résultats ne dépendent pas de s_ et s;. En revanche, il est essentiel
que la queue lourde initiale soit dans la direction du gradient, i.e.
X — 400, pour avoir une accélération.
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@ Autres axes de recherches
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Autres axes de recherches

Quelques pistes a creuser...

e Comment se répartit (en trait) la population m(t, x, y) aprés avoir
envahi un point de |I'espace ?
Les simulations semblent donner une gaussienne en y, centrée en Bx.

@ Peut-on freiner I'accélération en incorporant de I'effet Allee 7

om m  ?m 148
E_W—f—a—ﬁ—i—[...]m , g > 0.

@ Peut-on étendre ces résultats a des gradients environnementaux
non-linéaires : yopr = p(x) ?
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